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Apresentagao

Caro Leitor,

A Revista Olimpiada de Matematica do Estado de Goids é uma pu-
blicagao anual do Instituto de Matemdtica e Estatistica da UFG e tem
como principal publico alvo, professores e alunos do ensino fundamental
e médio. Tem como meta ser um veiculo de: difusao cultural, integragao
Universidade/Escola, espago de criagdo e reflexdo critica sobre a ciéncia
Matemadtica.

Convidamos o leitor que, na leitura dos artigos e problemas propos-
tos e resolvidos, faca anotagbes complementares, amplie seus conheci-
mentos nas bibliografias citadas e principalmente, seja capaz de difundir
oralmente e com naturalidade o conteido assimilado aos seus colegas,
amigos, pais, filhos, etc. Também gostariamos de receber sugestoes e
problemas que serao submetidos a andlise para possivel publicagao, ver
enderego a 12 contra capa.

Lembramos que devemos estar sempre atentos para o fato de que o
dominio da ciéncia, em particular da matematica, e o seu bom uso sao
fundamentais para o desenvolvimento da humanidade.

Esperamos que todos possam apreciar, aqui, a riqueza da matematica
e sejam agentes transformadores para elevarmos a cultura matemaética
no nosso Estado e no nosso Pais.

Goiania, 17 de abril de 2002
Os Editores.
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Coletaneas de Problemas e Resolucoes

Coletanea de Problemas, nivel 1

1. Sandra foi ao quadro-negro e escreveu um nimero com menos de
trinta e quatro digitos. Sabe-se que o ultimo digito é 2. Joao apaga o
dltimo algarismo que era 2 e o coloca na frente do nimero. O nidmero
que se obteve é o dobro do niimero que Sandra havia escrito. Qual era
o numero que Sandra escreveu?

2. Sao dados um tabuleiro e uma
pega conforme mostra a figura ao la-

do. De quantas maneiras diferentes ‘
podemos colocar a peca no tabuleiro
de modo que ela cubra completa-
mente 3 casas?

3. Temos trés quadrados um sobre o outro.
O quadrado menor tem 400cm? de 4rea e o
quadrado maior tem 441ecm?. Sabendo-se que
os segmentos AB e BC tem a mesma medida,
diga qual a area do quadrado do meio.

QW

4. Trés magas e uma péra se equilibram em uma balanca de dois pratos
com treze ameixas. Cinco ameixas e uma magca juntas, equilibram-se com
uma péra. Quantas ameixas sdo necessarias para se equilibrarem com a
péra?

5.  Maria foi trabalhar e deixou dinheiro para seus trés filhos, com
este bilhete: “Dividam igualmente o dinheiro. Beijos”. O primeiro filho
chegou, pegou sua parte do dinheiro e saiu. O segundo chegou e néao viu
ninguém. Pensando que era o primeiro, pegou sua parte do dinheiro que
tinha e saiu. O terceiro encontrou 4 notas de 5 reais. Achou que era
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o ultimo, pegou tudo e saiu. Quanto em dinheiro a mae deixou? Que
fracdo do dinheiro, deixado pela mae, o segundo filho pegou?

6. Carlos e Ana resolvem disputar uma corrida o
em uma pista triangular, conforme figura, eles 100
. ~ . 60
partem do ponto A. Qual deve ser a distancia
referente ao ponto B para ser colocado a linha A B
. 80
de chegada, sendo que os dois devem percorrer a
mesma distancia?

7. Temos um aquario com agua, onde a agua esta com 15 cm de altura,
fechando-o e mudando de posi¢ao (conforme figura) qual serd a altura
da dgua?

15

10 10

30 20

8. Escrevemos abaixo os ntmeros naturais de 1 a 15.
1234567891011 12 13 14 15.

Antes de cada um deles, coloque os sinais de + ou - de forma que a soma
de todos seja zero.

9. Existe um jogo de 9 botoes luminosos 11213
(de cor verde ou vermelha) dispostos con- 4156
forme mostra a figura ao lado. 71819

Apertando qualquer botao da extremidade do retangulo, trocam de
cor ele e seus vizinhos (direita, esquerda, de cima, de baixo e em di-
agonal). Apertando o botao do centro trocam de cor todos os seus 8
vizinhos, porém ele nao. Inicialmente todos os botoes estao verdes. E
possivel apertando alguns botoes, tornéd-los todos vermelhos? Justifique?

10. Quantos nimeros inteiros positivos n existem tais que n + 3 divide
n? + 7 deixando resto zero?
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Resolucao da Coletanea, nivel 1

1. Sandra escreveu um nimero XXXX...XXX e Joao, ao apagar o 2 e
reescrevé-lo obteve o nimero 2XXXX...XXX. Como o nimero obtido é o
dobro do niimero anterior e, como os dois nimeros tem a mesma quanti-
dade de algarismos, entao o nimero de Sandra comega com 1 e termina
com 2, enquanto que o numero de Joao comeca com 2 e termina com 4.
Logo, é s6 fazer o produto do primeiro niimero por 2, lembrando-se que
o ultimo algarismo obtido deve ser colocado na penultima posicao do
numero a ser multiplicado, e assim sucessivamente até obter um niimero
da forma 21.......... 4. O numero é 105263157894736842.

2. No tabuleiro podemos ver 9 tabuleiros formados por quatro casas,
nestes tabuleiros podemos colocar a peca de quatro maneiras diferentes,
logo, podemos colocar a peca no tabuleiro maior de 9 x 4 = 36 maneiras
diferentes.

3. A 4rea do quadrado maior é de 441em?, logo seus lados sdo de 21cm.
A 4rea do quadrado menor é de 400cm?, logo seus lados sdo de 20cm.
Seja x o comprimento de AB = BC, entao 20 + x = 21 — x, dai temos
z =0,5. Logo, a 4rea do quadrado menor é 420, 25cm?.

4. Temos: 3M + P =13A e 5A+ M = P. De onde temos que P = TA,

ou seja, uma péra se equilibra com sete ameixas.

5. Seja z o dinheiro deixado pela mae, o primeiro filho levou % do
dinheiroﬁ logo2 sobro4u T — %a: = %x O segundo filho levou %(%x), logo

sobrou $z — §z = gr. Como sobraram 20 reais, temos que z = 45. O

segundo filho levou 2/9 do dinheiro que a mae deixou.

6. Como as distancias a serem percorridas devem ser as mesmas,
denotando por x a distancia referente ao ponto B, temos 80 + z =
60 + (100 — z). Logo, x = 40.

7. A dgua ocupa uma um volume de 10x 15x 30 = 4500cm?. Mudando-
o de posigao este volume nao se alterara. Logo, 10 x 20 x h = 4500, de
onde tiramos que h = 22,5. Portanto a 4dgua estd a uma altura de
22,5cm.

8. Sesomarmos todos eles o resultado é 120, logo, podemos separar esta
soma em duas parcelas de 60. Como 15+ 14+13+12+5+1 = 60. Uma
solucao seria +1 —2—-3—-4+5—-6—7—8—-9—-10—11+12+13+14+15.



Olimpiada de Matematica do Estado de Goids 4

9. Nao, pois, se apertarmos o botao 3, por exemplo, mudam de cor os
botdes 3, 2, 5 e 6. Apertando o botdo 6 mudam de cor os botoes 6, 3, 9,
2, 5 e 8. Em todos os casos sempre mudam de cor uma quantidade par
de botoes, e, como ja sabemos, a soma de nimeros pares é sempre um
ndmero par.

10. Considerando a igualdade: n? +7 = (n+3)2 —6n—2 = (n+3)? —
6(n + 3) + 16, temos que n + 3 divide n? + 7 quando n + 3 divide 16.
Portanto n = 1,5, 13.

Coletanea de Problemas, nivel 2

1. Determine o menor nimero natural tal que: quando dividido por 2
deixa resto 1, quando dividido por 3 tem resto 2, quando dividido por 4
deixa resto 3, quando dividido por 5 deixa resto 4, quando dividido por
6 deixa resto 5 e quando dividido por 7 deixa resto 0.

2. Considere os nimeros obtidos do niimero 12345, efetuando-se todas
as permutagoes de seus algarismos. Colocando esses nimeros em ordem
crescente, qual é o lugar ocupado pelo nimero 435217 Qual é a soma de
todos os niimeros obtidos de todas as permutagdes do nimero 123457

3. Para numerar as paginas de um livro, consecutivamente, desde a
12 pagina, sao usados 852 algarismos. Quantas paginas tem o livro?

4. Uma pessoa val comprar um presente e leva R$1200,00. Quando
lhe perguntam quanto custou o presente ela disse: “Nao foi menos de
R$1000,00, sobrou troco, mas ndo direi nem o troco nem o preco do
presente. Digo apenas que o preco do presente, sendo lido ao contrdrio
é o valor de 9 presentes”. Quanto custou o presente? (despreze os
centavos)

5. Um homem gastou o que tinha no bolso em trés lojas. Em cada uma
gastou 1 real a mais do que a metade do que tinha ao entrar. Quanto o
homem tinha ao entrar na primeira loja?

6. Quantos quadrados sao visiveis em um tabuleiro de xadrez?

7. Um pica-pau marca a bicadas seu caminho descendo o tronco de uma
arvore, comecando 20 metros acima do nivel do solo. O péssaro segue
uma trajetdria em espiral (hélice) e d4 a volta sete vezes na circunferéncia
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de 3 metros da arvore. Determine a distancia total percorrida pelo pica-
pau.

8. No piso de um farol coloca-se um tapete redondo
(conforme a figura) o guarda do farol percebe que se
ele colocar uma vara de 10 metros tocando as paredes
do farol ela tangenciard o tapete. Mostre que nestas
condicoes a area que o tapete nao cobre independe do
raio do piso do farol e do raio do tapete?

9. Qual é o resultado de 1235684521622 — 12356845216127?

10. Na Finlandia um praticante de esqui cross se encontra em terreno
aberto, 2km a oeste de um muro reto, construido na direcao norte - sul.
O esportista se encontra também a 5km ao sul e 8km a leste da meta
de sua corrida. As regras da corrida dizem que ele deve tocar o muro
uma vez antes de chegar a sua meta. Qual a menor distancia, em km,
que deve esquiar para chegar a sua meta seguindo as regras?

Resolucao da Coletanea, nivel 2

1. Seja x o nimero procurado, como x -+ 2 deixa resto 1, z + 3 deixa
resto 2,...,x -+ 6 deixa resto 5, podemos observar que o resto é sempre
uma unidade a menos que o divisor, logo x + 1 sera divisivel por 2, 3,
4,5e6. JA que x + 1 é divisivel por estes 5 ntimeros entao z + 1 é um
miultiplo comum de 2, 3, 4, 5 e 6. Mas x também é maultiplo de 7, logo
o menor numero é x = 119.

2.  Colocando as permutagoes obtidas pelos 5 algarismos em ordem
crescente, até o nimero 43521, temos:

ek 40 3. 2. 1 (possibilidades) = 24 (nimeros)

kKKK =924
3**** =24
41¥%F 3 .2.1 =6
42*** —
431°%* =9
432%* =
4351* =

43521 =1
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Assim, somando-se estas parcelas, chegamos ao nimero 43521 que
estd na 902 posicao. Temos 24 nimeros que comecam com o algaris-
mo 1, 24 nimeros que comecam com 2, até 24 nimeros que comegam
com 5. Podemos escrever um nimero genérico abcde na forma a.10* +
b.103 + ¢.10% 4+ d.10 + e. Daf, concluimos que podemos efetuar a soma
por parcelas, isto é,

24 x 10" x (1+2+3+4+5)+24 x10° x (1 +2+3+4+5)+
24 x 10 x (1+2+3+4+5)+24x10x (1+2+3+4+5)+
24 x (1+2+3+4+5) = 3.600.000 + 360.000 + 36.000 + 3.600 + 360.

Logo, a soma total é 3.999.960.

3. Existem 9 ntimeros com um algarismo, 90 nimeros com dois alga-
rismos, 900 nimeros com 3 algarismos. Utilizamos:

9 algarismos para as primeiras 9 paginas

90 x 2 = 180 algarismos para as seguintes 90 paginas

900 x 3 = 2700 algarismos para as seguintes 900 paginas.

Como 180 + 9 < 852 < 2700, entao o numero = de péaginas do livro
deve satisfazer a seguinte condigao: 3(x — 99) 4+ 189 = 852, de onde
tiramos que o numero de péaginas do livro é 320.

4. Queremos um numero da forma 1ab9. Achar a e b é relativamente
facil, pois o ntimero é miltiplo de 9, j& que seu inverso também o é (pois
é um nimero que vale nove vezes o preco do presente). Para que tal
nimero seja multiplo de 9, é preciso que a soma a + b seja 8. Os pares
a e b que satisfazem essa condigao sao os seguintes: 0 e 8; 1 e 7;2e6; 3
ebh;ded;5e3;6e2;7el e finalmente, 8 e 0. De sorte que 0 e 8 é o
tnico par que satisfaz as condigoes exigidas. Portanto o presente custou
R$ 1 089,00.

5. Seja z a quantidade inicial de dinheiro.
Na 12 loja sobrou x — (z/2+ 1) = 2/2 — 1.
Na 22 loja sobrou: (z/2—1) —[(x —2)/4+ 1] = (z — 6) /4.
Na 32 loja sobrou: (z —6)/4 — [(x — 6)/8 + 1] = (z — 14)/8,
de onde temos que (x — 14)/8 = 0, logo ele tinha 14 reais.
6. Em um tabuleiro de xadrez temos 64 quadrados unitarios e os

quadrados bicolores formados por 4, 9, 16, 25, 36, 49 e 64 quadrados
unitarios. Assim, temos:
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N¢ de quadrados unitarios | 64 | 49 | 36 | 25 | 16 | 9 | 4 | 1
quadrados formados 1222132425262 7|8

Logo, podemos ver 204 quadrados em um tabuleiro de xadrez.

7. Como a circunferéncia da arvore mede
3 metros e o pica-pau deu sete voltas,
temos que, “esticando o seu caminho” ele  20m

é a hipotenusa do tridngulo retangulo ao //
lado. -
7xX3m =21lm

Logo, o caminho percorrido pelo pica-pau é de 29 metros.

8. Seja R o raio da circunferéncia maior e r o
raio da circunferéncia menor. Do triangulo retan-
gulo ao lado, temos que: 25 4 r? = R?, de onde
tiramos que (R? — r?)m = 25mrm?.

9. Podemos escrever este ntmero na formas:

(123568452162 — 123568452161).(123568452162 + 123568452161) =
= 247136904323.

10. A forma mais elegante de obter uma solugao utiliza o principio de
reflexdo que se ilustra na figura abaixo. O ponto M’ é a reflexao de M
em relacao ao muro, o ponto @ é a intersecao do segmento PM’ com o
muro.

10 M’

O esportista deve tocar o muro no ponto () pois
PQ+QM =PQ+QM,
e se X é outro ponto qualquer do muro temos que
PX +XM > PQ+ QM.
A distancia PQ + QM é dada por v/122 + 52 = 13km.
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Coletanea de Problemas, nivel 3

1. Ache a férmula explicita para o n-ésimo termo da seqiiéncia {a, }
onde a, =1+ 22+ 333 + 4444 + ... + n(111...1). Determine a soma dos
n primeiros termos desta seqiiéncia.

2. A fungao f definida em Z X Z tem as seguintes propriedades:
i) f(z ) = i) f(z,y) = fly,2); i) (x+y) fz,y) = yf(z,z+y).

Calcule f(52,14).
3. O retangulo ABCD ¢ dividido em qua-

tro partes de igual area por meio de cinco pr— rc
segmentos, tal _como mostra a figura, onde \ /

XY =YB+BC+CZ =2ZW = WD + VAN
DA+ AX e PQ é paralelo a AB. Achar o . >
comprimento de AB (em cm) se BC' = 19cm B or
e PQ = 87cm.

4. Determine quantas solucoes inteiras nao negativas possui a equacao:

1 +29+...+xH =71

5. Mostre que se n > 1 é natural entao, o nimero 22" 43¢ composto.
6. Represente os seguintes produtos através de fatoriais:

1) 2x4X6x%..x%x(2n);

i) 1x3x5x...x((2n—1)

7. Na figura ao lado sabemos que AB = AC,
A=100°e AD = BC.

Determine o angulo x. 5 C

angulo & ==

8. Determinar a, b, ¢ naturais que sao solugao da equagao:

a b ¢
- +-4+-=3.
b ¢ a
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9. Seja P um polinémio com coeficientes inteiros, mostre que se
P(—1),P(0) e P(1) no s@o divisiveis por 3, entdo P nao admite raiz
inteira.

10. Resolva a equacdo: 12z% — 9123 4+ 19422 — 91z + 12 = 0.

Resolucao da Coletanea, nivel 3

1. Temos que

1_21011 10n L

Neste caso,

T S [ka 10 - Zk]

Temos que achar Y ;_; k x 10*. Observamos o seguinte

S, =104+2x 10> +3 x 10> +--- +n x 10" (1.1)

10 X 8, = 102 +2 x 103 + 3 x 10* +--- +n x 10" 1! (1.2)

Fazendo (1.2) — (1.1), obtemos

95, = nx 10" — (10" + 10" + -+ + 10° + 10)
R e I
o 9
o 910" —10"T1+10
" 81
. (9n — 1)10"*+ + 10
" 81 '

Assim,
1 (9n — 1)10"*+ 410 B nin+1)
9 81 2

ap =
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Seja
n
Sn = a1 +a2+~~-+an=Zai
I [(9i—1 101+1+1o i(i+1)
S, = =
2| o
S, = izn: 10’+1+10}—ii(i2+¢)
" ’ i=1 18 i=1
1 n n n n n
— ; i+1 i+1 ) .
S, = 9?)[92”10 —210 +Z10 8[22 —|—Zz
=1 =1 =1 =1 i=1
Logo,

1 & , J 10n n(n+1)
_ . i+1 H—l 2
Usando o procedimento anterior temos
- - n 10\?
D i 107 = = x 10" — <) (10" —1).
P 9 9

Vamos calcular ;" i?. Sabemos que (i+1)3 —i* = 3i? 4+ 3i+1 fazendo
1 variar de 1 a n temos

22 _13=3x12+3x1+1
3322 =3%x224+3x2+1
43 -3 =3%x32+3x3+1

n*—(n—12=3xn-12+3xn-1)+1
(n+1)2—n*=3xn*+3xn+1.
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Somando os dois lados das igualdades acima temos

(n+1° =1 = 3xY ®+3xY i+n
i=1 i=1
5 3 n(n+1)
= 13 —1-n—3--"~/
3><;z (n+1) n—3 5
i 2 nn+1)2n+1)
: a 6 '

n x 107 +2 10\*, 100 n(n+1)(n+2)
S, 93—2< )(10 B R

2. A terceira propriedade é mais til da forma

f(:I},Z) -

flz,z —x),

z—x

valida sempre que z > x. Para obter esta férmula, fazemos y =z —z e
substituimos na terceira propriedade. Assim,

52 38

52
F(52,14) = f(14,52) = 5 f(14,38) = 5o x o [(14,24) =
52 24 2 14

26

91 10 91 6
= = X o f(4,6) = 5 X D f(4,2) = 91f(2,4) =

4
=91 x 3 f(2,2) = 364.

3. Ja que os trapezios XPQY e ZWP(Q tem &reas iguais e seus
lados paralelos tem a mesma medida, suas alturas devem ser iguais de
comprimento BC/2. Como XY é um quarto do perimetro do retangulo
ABCD, segue que XY = (AB+ BC)/2, e a rea do trapézio X PQY é:

PQ+4PPC BCO
2 2
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Agora isto deve ser igual a um quarto da area do retangulo ABC'D, ou
seja,

PG+ Fo  AB x BO
It 2 =—0
onde AB = BC +2PQ = 19 + 2 x 87 = 193cm.

X

[\
</

4. Vamos supor primeiramente um exemplo: x; + x3 + x3 = 5.

Ou seja, devemos escrever o nimero 5 como soma de 3 parcelas or-
denadas maiores ou iguais a zero.

Indiquemos cada unidade por asteriscos. Como queremos separar em
3 parcelas usaremos 2 barras. De modo que cada maneira que dispomos
asteriscos e barras, teremos uma solugao. Exemplo:

Este esquema representa a solugao 1 =1, 1o =2 e x3 = 2.
Como temos 7 sfmbolos (5 asteriscos e 2 barras) o nimero de solugoes
inteiras nao negativas serd o nimero de permutagoes desses 7 simbolos.

5,2 7!

No caso da equacao x1 + xg + -+ - + x, = 7, temos que escrever r como
soma de n parcelas maiores ou iguais a zero. De maneira analoga ao
caso anterior usaremos r asteriscos e n — 1 barras para representar as
solugoes. Por exemplo

lll el s

r—3 asteriscos

Este esquema representa a solucdo 1 = 1, 9 = --- = 2,2 = 0 e
Tpo1 =2, Tp, =7 — 3.

Como cada solugao pode ser representada da maneira acima, e cada
esquema representa uma solucao, temos que o numero de permutagoes
destes n + r — 1 simbolos é o niimero de solugoes. Logo o numero de
solugoes é

(n+r—1)!
rl(n —1)!
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5. Como 22 — 1 = 3 temos

o= () (o ([ (-

=33+ n3" 4 ]+ 1.

Logo 3|(22" — 1) para todo natural n > 1. De maneira andloga podemos
mostrar que 7[(2%" — 1) para todo natural n > 1.

Se 3[(22"—1) entdo 6](22"+1—2), logo, para todo natural n > 1, existe
um ntmero natural k, tal que 227+1 = 6k + 2. Assim 227" = 4 x 26k
mas 7[(26F — 1) = 7|(4.2°F —4) = 7|(4.25F — 4+ 7) = 7|(4.26% + 3).
Portanto 7|(22°""" + 3) para todo natural n > 1.

6. a)SejaP=2x4x6x---x(2n), isto é,

P=2x(2x2)x(2x3)x(2x4)x---x(2xn)
=2"x (I1x2x3x4x---xn)=2"xnl

b)Sejal =1x3x5x7x---x (2n—1), dai,

IxP=(2n)!, istoé, 1Ix2"x(n!)=(2n)!. Logo,

7. Tracemos um segmento AE, com o mesmo comprimento de AB, de
modo que EAB = 600, formando assim o tridngulo equildtero AEB.
Observemos entdo que os tridngulos EAD e ABC sdo congruentes
(caso LAL). Portanto, AED = 100°, DEB é um triangulo isésceles de
base BD ¢ EBD = 10°.
Como o triangulo AEB é equilatero, 40° + 2 +10° = 60° = 2z = 10°.

8. Vamos provar primeiro o seuinte resultado:
Quaisquer que sejam x,y e z reais positivos temos
T+y+z
3

W=

> (vyz)?,

isto é, a média aritmética é maior que a média geométrica.
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Demonstragao. Se m = n = p vale a igualdade. Caso contrario,

1
m® 40 +p° = 3mnp = o (m+n+p)|(m—n)’+(n—p)*+(p—m)’] >0,
dai, m3 + n3 + p> > 3mnp. Logo, basta fazer x = m3, y = n? e z = p?
para obtemos o resultado desejado. O
Para determinar as solugoes da equagao

a b ¢
—+-4+-=3,
b ¢ a
vamos considerar dois casos:
a)se § = b — ¢ a5 solugdes sao a = b = ¢;
C a

b) se a) néo ocorre temos
a4y e a b ¢\?
b e a5 (_x-x-) =1=1>1,
3 b ¢ a
que é um absurdo. Portanto as solugoes sao a = b = c.

9. Sejap(z)=apnz"+ - +ar1x+apcom a; €Z,i=0,...,n.
Suponhamos que r seja uma raiz inteira de p. Entao

p(z) = (2 = 1)Q(x).

Sejam t, s € Z tais que r = 3t 4+ s onde 0 < s < 3.

Como p(—1) néo é divisivel por 3, 1 + r também nao é divisivel por
3. Logo s # 2. Usando as hipé6teses de p(0) e p(1) ndo serem divisiveis
por 3 concluimos de maneira andloga, que s # 0 e s # 1 o que é uma
contradi¢ao. Portanto o polinémio p(z) nao admite raizes inteiras.

10. Como z # 0, dividindo ambos os membros da equagao dada
122% — 9123 + 19422 — 91z + 12 =0 (1.3)

por z2, podemos escrevé-la na forma
1 1
12(z% + =) — 91 =)+ 194 =0.
(4 )~ 91+ ) +

Fazendo
1 2, 1 2
r+ — =ytemos quez” + — =y — 2
x T

e substituindo em (1.3)), obtemos y = 10/3 ou y = 17/4. Logo, os valores
para x que satisfazem a equagao (1.3)) sdo 3, 1/3, 4 e 1/4.
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Classificados na X Olimpiada de
Matematica do Estado de Goias

A X OMEG, contou com a participagao de 1060 alunos de 100 Estabe-
lecimentos de Ensino. O quadro abaixo mostra os que tiveram alunos
classificados nos niveis 1, 2 ou 3.

\ Est. de Ensino (cidade)

\ Est. de Ensino (ciaade)

1 | Crescer (anspolis) 24 | Exato apora)

2 | IPE (coiania) 25 | Padre Lima (coiania)

3 | Agostiniano (coiania) 26 | Didaké (coiania)

4 | Marista (coiania) 27 | C. E. Castro Alves (coiania)
5 | Mega (coiania) 28 | Trevisan (nhumas)

6 | Aphonsiano (rrindade) 29 | Inst. F. de AssiS (tumbiara)
7 | Alfa Beta (coiania) 30 | Objetivo (coiania)

8 | Nucleo Educativo (cataiao) 31 | Porto Seguro (coiania)

9 | Disciplina (coiania) 32 | Batista Golano (coiania)

10 | P. Madre Mazzarello (anspoiis) || 33 | Ed. Yara Berocan (coiania)
11 | Inst. M2 Auxiliadora (coisnia) 34 | Lassale (coiania)

12 | Goyases (Goiania) 35 | Nova Opgao (coiania)

13 | Couto Magalhaes (anapois) 36 | CPMG V. dos Reis (coiania)
14 | Campus (Goiania) 37 | Anhangiliera (coiania)

15 | Dimensao (coiania) 38 | Objetivo (midrolandia)

16 | Progressivo (coiania) 39 | E.M. P.Zelsani (quirinspotis)
17 | Diocesano asumbiara) 40 | Integracao (pontalina)

18 | Hugo de C. Ramos (coiania) 41 | Visao (coiania)

19 | Pré-Médico (coiania) 42 | Dinamico (coiania)

20 Anglo (Goiania) 43 | Integral Objetivo (cataiao)
21 | Avila (coiania) 44 | Prevest (coiania)

22 | Antares (coiania) 45 | Joao N. de Campos (catalao)
23 | Ed. N. do Araguaia (ineiros) 46 | Maria Julia (coiania)




Olimpiada de Matematica do Estado de Goids

Classificados do Nivel 1

’ ‘ Nome ‘ E.E. ‘ Class. ‘ Pontos
1 | Francisco Habib Issa Mattos 1 2 59
2 | André Rodrigues Salerno 2 2 55
3 | James Lima C. Mota 3 2 54
4 | Elissa Stein Naves de Brito 4 42 52
5 | Thaiza P. Bernardes 5 2 50
6 | Breno Antonelli P. de Oliveira 6 2 47
7 | Murilo Teixeira Rassi 7 2 47
8 | Savio Augusto Teixeira e Silva 7 2 47
9 | Rodrigo R. de Castro Teixeira 8 2 46
10 | Lucas de Oliveira S. Hortencio 9 2 44
11 | Marco Tulio Soares Andrade 4 82 44
12 | Naira de Jesus Damas 10 2 44
13 | Paula de Alencar Veloso 11 e 44
14 | Paulo de Tarso G. Vitoi Junior 5 2 44
15 | Rodrigo Candido Rezende 12 2 44
16 | Felipe Lopes de Aguiar 13 Q 43
17 | Soraya de Lacerda Bukzem 1 92 43
18 | Marina Assis Tavares 14 102 42
19 | Amanda Guedes de Oliveira 15 112 41
20 | Frederico Lage Ferreira 11 11° 41
21 | Henrique Duarte Alves Fortes 16 11° 41
22 | Pedro Antoénio Guedes 17 112 41
23 | Leto Miranda Garcia 18 12° 40
24 | Nicolle Aratjo Belchior Teixeira 9 12° 40
25 | Paulo Victor C. Costa 6 12° 40
26 | Carlos Augusto V. Roriz 19 132 39
27 | Gustavo Miranda Teles 1 132 39
28 | Caio Vieira Régo 11 142 38
29 | Dirceu Murakami 20 142 38
30 | Jeferson Takahashi dos Santos 5 14° 38
31 | José Carlos de S. Costa N. Neto 2 142 38
32 | Roberta G. Correia 21 142 38
33 | André Mércio de Lima Curvello 2 152 37
34 | Cristiano Silvério Neiva 9 16° 36
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’ ‘ Nome ‘ E.E. ‘ Class. ‘ Pontos ‘
35 | Leonardo Pimenta 21 162 36
36 | Douglas Hilario da Cruz 22 172 35
37 | Guilherme de S. Toscano 21 17° 35
38 | Jairo Ferreira Veiga Tipple 2 17° 35
39 | Joao Luiz E. Barbosa 3 17° 35
40 | Milena Dias Vasconcelos 2 17° 35
41 | Renan de Deus Sousa 23 172 35
42 | Yana Alessandri E. Couto 9 17° 35
43 | Felippe G. Lourenco Rodrigues 24 18° 34
44 | Camila Caetano Feliciano 21 192 33
45 | Karen Larielle M. Portilho 25 192 33
46 | Victor Hugo Teles Costa 26 19¢ 33
47 | Yuri Aratjo Borges 22 192 33
48 | Diego Costa Alves 27 20° 32
49 | Flavio Junio R. Mendes 28 202 32
50 | Igor Maximiano de Paula Simdées | 29 202 32
51 | Sara Zanini Cesar 21 202 32
52 | Ana Paula Valeriano Régo 30 21° 30
53 | Danilo Angelo Rafael 32 21° 30
54 | Danilo Oliveira e Silva 16 21° 30
55 | Erick Assis Lima 4 212 30
56 | Jordano Bruno Lopes Rezende 17 212 30
57 | Leticia Fonseca Borges 2 21° 30
58 | Natalia de Paula Garcia 4 21° 30
59 | Victor de Freitas Fernandes 31 212 30
60 | Vinicius Vale Pereira 3 21° 30
61 | Vitor Dornela de Oliveira 2 212 30
62 | Yuri Perim 9 21° 30

Classificados do Nivel 2
’ ‘ Nome ‘ E.E. ‘ Class. ‘ Pontos
1 | Murilo Rodrigues de Castro 4 12 52
2 | Raquel Cristina Zendron 1 12 52
3 | Juliana Nébrega Mesquita 2 29 49

18
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’ ‘ Nome ‘ E.E. ‘ Class. ‘ Pontos ‘
4 | Felipe Queiroz de Almeida 9 e 48
5 | Guilherme Rodrigues Salermo 2 2 48
6 | Mateus Quaresma Mendongca 9 e 47
7 | Ernesto Quaresma Mendonca 9 52 46
8 | Sheila Sales Massuda 2 2 46
6 | Ana Beatriz Vieira de Mattos 2 2 45
10 | André Cesarino de Paula 3 2 45
11 | Hugo A. Akitaya 33 2 45
12 | Max Well Rabelo 31 © 44
13 | Raphael de Faria Carmo 34 e 44
14 | Raphael E. Costa 9 2 44
15 | Renata Hidene Watanabe 35 © 44
16 | Gabriela Cunha Fialho Cantarelli 1 2 41
17 | Juliana Almeida Rocha 4 2 41
18 | Fernando Garcia 3 2 39
19 | Patricia Leao Nabut 2 9° 39
20 | Denis Masashi Sugita 3 102 38
21 | Francyelle de Céssia Nayane ) 10¢ 38
22 | Bruno Henrique Conteruto 21 11° 37
23 | Mariane Magalhaes e Silva 35 11° 37
24 | Otéavio Seapin Costa Pereira 5 11¢° 37
25 | Nelson Loureiro dos Santos ) 12° 36
26 | Giulio Demetrius Creazzo d‘Oliveira | 36 132 35
27 | Henrique Eiji Mikado 37 142 34
28 | Rodolfo Santos Costa Magaranduba 2 142 34
29 | André Moreira Martins Arruda 3 152 33
30 | Lira Rocha da Mota 5 15° 33
31 | Vitor Maia 1 15° 33
32 | Nile Willian Fernandes Handy 43 16° 32
33 | Rayane Jacobson Macedo 4 17° 31
34 | Cristiana Soares Alves 39 17° 31
35 | Gidcomo B. F. Bosco 15 182 30
36 | Gustavo Menezes Santana 35 18° 30
37 | Hernane Marques Machado 17 18° 30
38 | Luciana M. R. Salgado 4 18¢ 30
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’ ‘ Nome ‘ E.E. ‘ Class. ‘ Pontos ‘

39 | Rafael Buizwack F. Duarte | 24 182 30

40 | Vicente de S. Cardoso Jr. 30 182 30

41 | Tury Nunes Lopes 40 18¢ 30

Nivel 3
’ ‘ Nome ‘ E.E. ‘ Class. ‘ Pontos

1 | Carlos Stein Naves de Brito 41 12 60
2 | Jorge Peixoto de Morais Neto b) e 60
3 | Luis Ricardo de Azevedo Frota 41 2 48
4 | Wesley Pereira Nunes 16 2 44
5 | Fabio Rauber 41 4° 41
6 | Caio Oliveira Guimaraes 30 2 40
7 | Vitor Ken Mochizuki 5 2 38
8 | Afonso Henrique Teixeira Magalhaes 2 e 37
9 | Rodrigo Willians de Carvalho 6 e 35
10 | Patricia Ribeiro Silva 3 2 34
11 | Artur Monteiro Prado Fernandes 42 10¢ 33
12 | Diogo Rodrigues de Sousa 16 102 33
13 | Pedro Henrique Nascimento Souza 5 10¢ 33
14 | Rodrigo Vasconcelos G. de Castro 5 112 31
15 | Alisson Moreira Le&o 43 122 30
16 | Denise da Silva Pinheiro 38 12¢ 30
17 | Elmo Bruno Portilho Mendes 44 12¢ 30
18 | Lucas L. T. Martins 42 12° 30
19 | Luis Henrique R. M. de Lima 45 12¢ 30
20 | Méarcio Antonio Ferreira Belo Filho 41 12¢ 30
21 | Miguel Nasser Camargo Borges 16 12¢ 30
22 | Tury Carlos da Silva 46 122 30
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Noticias

e A XTI Olimpiada de Matemaética do Estado de Goids serd reali-
zada no dia 28 de setembro de 2002 das 13:30h as 18:00h, nos campi
da UFG de: Goiania, Cataldo, Jatai e Rialma, nos campi da UEG de:
Anépolis e Ipord, e nas cidades de Quirinépolis e Itumbiara.

Para participar a escola deve estar cadastrada. A ficha de cadastra-
mento e de inscri¢ao se encontram no final desta revista.

O cadastramento e as inscrigoes deverao ser enviadas a Coordenagao
de Olimpiadas, em (Goiadnia, até 23 de agosto de 2002. Poderio
participar, por escola, até:
> 5 alunos no nivel 1 (52 e 62 séries do Ensino Fundamental)
> 5 alunos no nivel 2 (72 e 82 séries do Ensino Fundamental)
> 10 alunos no nivel 3 (Ensino Médio).

A selegdo dos alunos participantes na Olimpiada Regional fica a
critério da escola, podendo ser utilizada a prova da 12 fase da Olimpiada
Brasileira de Matematica - OBM para esta selecao.

e A [I] Semana Olimpica e o VI Semindrio da Olimpiada serao
realizados no Instituto de Matematica e Estatistica - IME, da Universi-
dade Federal de Goiés - UFG, de 23 a 27 de setembro de 2002.

o A 242 Olimpiada Brasileira de Matematica serd realizada nos niveis 1,
2 e 3 em trés fases:
> 12 fase 08/06,/2002 na escola.
> 22 fase 14/09/2002 na escola.
> 32 fase 19 e 20/10/2002, no Instituto de Matemadtica e Estatistica da
UFG.

Para participar a escola deve se cadastrar na Secretaria da OBM. A
ficha pode ser encontrada no site: www.obm.org.br
e Datas de Outras Olimpiadas:

>A 242 Olimpiada Brasileira de Matematica - Nivel Universitario sera
realizada em duas fase. A primeira fase serd em 14 de setembro de 2002
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e a segunda fase serd nos dias 19 e 20 de outubro de 2002 no Instituto de
Matematica e Estatitica da UFG. Poderao participar alunos de qualquer
curso universitario.

> A 82 olimpiada de maio serd realizada em maio de 2002. Os alunos
classificados na X Olimpiada de Matematica do Estado de Goids poderao
participar.

> A 132 Olimpiada de Matematica do Cone Sul serd realizada em ju-
nho de 2002 em Fortaleza - CE. Os paises participantes sdo: Argentina,
Brasil, Bolivia, Chile, Paraguai, Peru, Uruguai e Equador.

> A 432 Olimpfiada de Internacional de Matemética - IMO serd realizada
de 18 a 31 de julho de 2002 em Glasgow, Reino Unido. Neste evento
participam aproximadamente 80 paises.

> A 172 Olimpiada Iberoamericana de Matematica serd realizada em
setembro de 2002 em San Salvador, El Salvador. Participam 21 paises
dos que compode a Organizacao dos Estados Iberoamericanos.

e Serd realizado o VI Encontro de Matematica e Estatistica no IME, de
23 a 27 de setembro de 2002. Maiores informacoes pelo telefone 521-1208,
pelo e-mail eme@mat.ufg.br ou no site www.mat.ufg.br

e O IME realizara de 22 a 26 de julho de 2002 a X 11 Escola de Geometria
Diferencial. Maiores informacGes no site www.mat.ufg.br.

e A Universidade Federal de Goids realizara de 07 a 12 de julho de 2002 a
542 Reuniao Anual da Sociedade Brasileira para o progresso da Ciéncia.
e O laboratério de Educacdo Matematica (LEMAT) do Instituto de
Matematica e Estatistica realizard a IX Jornada de Educacao Mate-
matica em novembro. O LEMAT também realiza curso de atualizacao e
presta assessoria a professores do ensino fundamental e médio. Maiores
Informacoes pelo telefone 521-1124 com Silmara Epifania de Castro Car-
valho, das 13h as 17h.

o A XIIT Jornada de Matematica de Cataldao serd realizada em outubro
de 2002. Maiores informagoes com o professor André Luiz Galdino pelo
e-mail galdino@catalao.ufg.br.

e A II Encontro de Matemaética e Educacdo Matematica de Jatai serd re-
alizada no Campus Avancado de Jatai em data a ser definida. Maiores in-
formacoes com a professora Luciana Maria Elias pelo e-mail luciana@jatai.ufg.br.
e A VI Jornada de Matemadtica de Rialma serd realizada na em julho
de 2002. Maiores informagoes por e-mail: jmr@mat.ufg.br ou no site:
www.mat.ufg.br/cursos/rialma.
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Resolucao comentada das provas
da X OMEG, 2001

Nivel 1

12 QUESTAO. Um nuimero natural divisivel por 3 deixa resto 5 quando
dividido por 100.

a) Coloque em ordem crescente todos os nimeros de trés algarismos
com a propriedade acima;

b) Qual o menor nimero de 4 algarismos com a propriedade acima?
E 0 maior nimero de 4 algarismos com a propriedade?

(Justifique sua resposta.)

a) (Resposta de Francisco Habib Issa Mattos, Breno Antonelli Par-
reira de Oliveira, Thaiza P. Bernardes.) Um nimero natural n de 3
algarismos que deixa resto 5 quando dividido por 100 deve ter zero como
algarismo das dezenas e 5 como algarismo das unidades. Como n deve
ser divisivel por 3, a soma de seus algarismos deve ser um multiplo de 3.
Logo nao existem numeros com a propriedade acima que comecem com
2,3,5,6,8,e¢9. Assim a resposta da parte a) é: 105, 405 e 705.

b) (Resposta de Francisco Habib Issa Mattos.) Pela parte a), obser-
vamos que se um numero n tem a propriedade citada, entao n+ k x 300,
onde k£ é um numero inteiro tal que k£ x 300 > 105 — n, tem a mesma
propriedade. Assim 705 + 300 = 1005 é o menor nimero de 4 algaris-
mos divisivel por 3 e que deixa resto 5 quando dividido por 100. Assim
1005 + 300 x 30 = 10005, é o menor nimero de cinco algarismos com a
propriedade desejada e entao 10005 — 300 = 9705 é o maior numero de
4 algarismos com esta propriedade.

22 QUESTAO. Carl F. Gauss (1777-1985) foi um dos mais brilhantes
matematicos de todos os tempos. Quando tinha 10 anos, seu professor
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pediu para a turma que calculasse a soma de 1 a 100, e em poucos
minutos Gauss deu o resultado correto deixando seu professor espantado.
O professor pediu que ele explicasse como fez a conta tao rapido, Gauss
entao disse que tinha observado que na soma de 1 a 100 aparecem 50
pares que somam 101. Assim

142434498499+ 100 =
(14100)+(24+99) + (34+98) +---+ (50 + 51) =
101 + 101 + - - - + 101 = 50 x 101 = 5050.

50parcelas

Calcule as somas:
a) 1+2+3+4---+ 1998 4+ 1999 + 2000 + 2001;
b) 14+3+54---41997 4 1999 + 2001.

(Justifique sua resposta.)

(Resposta de Francisco Habib Issa Mattos, Roberta G. Correia, Leto
Miranda Garcia.)

a) Como de 1 a 2001 ha no total 2001 ndmeros e 2001 é impar,
somamos de 1 até 2000 e depois somamos o 2001 ao resultado. Como
de 1 a 2000 existem 2000 ntmeros, temos 1000 pares de nimeros: 1+
2000, 2 + 1999, - - - . Entao a soma sera:

14243+ + 1998 + 1999 + 2000 + 2001 =
(1 4 2000) + (2 + 1999) + (3 + 1998) + - - - + (1000 + 1001) + 2001 =
2001 + 2001 + 2001 + - - - + 2001 +-2001 =

1000 parcelas
2001 x 1000 + 2001 = 2003001.

b) 1+34+5+---41997 + 1999 + 2001 = soma de todos os ntimeros
impares de 1 a 2001. Como de 1 a 2000 h& 2000 nimeros, se tiramos os
pares, tiramos metade dos nimeros, ou seja, 1000 niimeros. Entao de 1
a 2000 temos 1000 ntimeros impares e 500 pares de nimeros de nimeros



Olimpiada de Matematica do Estado de Goids 25

impares com soma igual a 2000. Assim:

14345+ 41997 + 1999 + 2001 =
(1+1999) + (3 + 1997) + (5 4 1995) + - - - 4 (999 + 1001) 4 2001 =
2000 + 2000 + 2000 + - - - + 2000 42001 =

500 parcelas
2000 x 500 4 2001 = 1002001.

32 QUESTAO. Uma folha de cartolina na forma de um retangulo
(Fig. 1) é deformada para formar um cilindro (Fig. 3). As figuras
abaixo mostram o retangulo com o segmento EF' sendo deformado para
formar o cilindro.

A B
B F E=F
c D
Fig.1 Fig.2 Fig.3

Veja que o segmento EF' da Fig.1 transforma-se na circunferéncia da
Fig. 3. Se apos deformar desta forma o retangulo obtemos um cilindro
como da figura abaixo, desenhe no retangulo original abaixo o segmento
de reta que gerou a curva que liga G a H.

(Justifique sua resposta.)

(Resposta de Breno Antonelli Parreira de Oliveira.) Ao transformar
o retangulo em cilindro, o ponto H encontrard o ponto A e o ponto D
encontrard o ponto G, formando a curva que liga G a H, como mostra
a figura a seguir.
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42 QUESTAO. Trés pescadores voltaram ao acampamento depois de
um dia de pescaria, deixaram os peixes num vivieiro e foram descansar.

Durante a noite, um dos pescadores resolveu deixar o acampamento.
Como o nimero de peixes era divisivel por trés, dividiu os peixes em trés
partes iguais, e levou a terca parte.

Mais tarde, outro pescador também resolveu ir embora. Nao sabendo
0 que ocorrera antes, esse segundo pescador também notou que o niimero
de peixes era divisivel por trés, dividiu os peixes em trés partes iguais, e
levou a terga parte.

Por fim o terceiro pescador teve a mesma idéia e, sem saber dos outros
dois, fez exatamente a mesma coisa, depois que notou que o ntimero de
peixes era divisivel por trés.

Se o terceiro pescador levou 4 peixes, quantos peixes foram pescados?
Quantos peixes levaram os outros pescadores?

(Justifique sua resposta.)

(Soluc@o baseada nas respostas de Amanda Guedes de Oliveira, James
Lima C. Mota, Marco Thlio Soares Andrade, Lucas de Oliveira, Rodrigo
Céndido Rezende.) O segundo pescador levou 6 peixes, o terceiro levou
9 peixes e 27 peixes foram pescados.

De fato, cada pescador pegou 1/3 da quantidade encontrada e deixou
para tras 2/3 da quantidade que achou. Assim sendo, como o terceiro
pescador levou 4 peixes e estes 4 peixes sao a terca parte do que havia,
antes que ele retirasse os 4 peixes, havia um total de 3 x 4 = 12 peixes.

Raciocinando do mesmo modo temos que 12 é 2/3 da quantidade
que o segundo pescador encontrou (cada pescador deixa 2/3 do total
de peixes que encontra e leva consigo 1/3 dessa quantia). Portanto o
segundo pescador encontrou 18 (= (3/2) x 12) peixes, levando 6 peixes.

Finalmente, temos que 18 peixes sao 2/3 da quantidade que o primeiro
pescador encontrou. Logo, o primeiro pescador encontrou 27 (= (3/2) x
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18) peixes e levou 9 (= 27/3) peixes.

52 QUESTAO. Nas multiplicagoes abaixo os algarismos dos nimeros
foram substituidos por letras. Todos os algarismos pares, distintos ou
nao, foram substituidos pela letra P e todos os algarismos impares, dis-
tintos ou nao, foram substituidos pela letra I. Por exemplo, de acordo
com esta substituicao o niimero 385 fica IPI. Tente descobrir os niimeros
envolvidos nas multiplicacoes abaixo.

a) PI b) PI
x I x I1

I1 I1I

IPI

ITPI

(Justifique sua resposta.)

(Respostas de Elissa Stein N. de Brito, Marco Tulio Soares Andrade,
Paulo Victor C. Costa.)

a) Coloque 0 menor niimero fmpar possfvel maior que 1 no multiplicador.
Na casa da unidade I do multiplicando coloque um niimero que multipli-
cado por 3 tenha o algarismo I em sua casa das dezenas. Coloque entao
um algarismo par que somado a I e multiplicado por 3 dé um resultado
impar. Logo a operacao é 25 x 3 = 75.

b) Repita o processo do item anterior. Por tentativas, eliminando alter-
nativas e fazendo a verficagao, obtém-se 25 x 53 = 1325.

62 QUESTAO. A regiao ABDF destacada na figura abaixo fica dentro
de um lote quadrado com lado AE=6m. Pedro e seu pai mediram o

C D

perimetro de ABDF com seus passos. Pedro saiu de A foi até B e dai
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a D e seu pai fez o percurso de A até F e depois até D. No final viram
que percorreram a mesma distancia. Considerando que o passo de Pedro
mede 56cm e o passo de seu pai tem 72cm e que o nimero de passos de
cada um foi um numero inteiro, qual o perimetro maximo de ABDF?

(Justifique sua resposta.)

(Respostas de Francisco Habib Issa Matos, James Lima C. Mota, Ro-
drigo Teizeira.)

Os multiplos comuns entre 72 e 56 sao 504, 1008, 2016, ... . Como
18 x 56 = 14 x 72 = 1008, temos que o perimetro méximo de ABDF é
2016¢m, uma vez que o perimetro do quadrado ACDE é 2400cm.

Nivel 2

12 QUESTAO. Alguns pescadores voltaram ao acampamento depois de
um dia de pescaria, deixaram os peixes num vivieiro e foram descansar.

Durante a noite, um dos pescadores resolveu deixar o acampamento,
tentou dividir os peixes em partes iguais entre todos os pescadores e
observou que sobrava um. Jogou um peixe no rio, dividiu-os em partes
iguais e levou sua parte.

Mais tarde, outro pescador também resolveu retirar-se. Nao sabendo
da saida do primeiro, tentou dividir os peixes em partes iguais entre
todos os pescadores e observou que sobrava um. Jogou um peixe no rio,
dividiu-os em partes iguais e levou a sua parte.

Situacao idéntica se repetiu com cada um dos pescadores, que nao
sabendo das saidas dos outros tentava dividir os peixes em partes iguais,
sobra um peixe que era jogado no rio. E o pescador levava sua parte.

Se os peixes trazidos para o acampamento foram 253, quantos eram
os pescadores?

(Justifique sua resposta.)

(Resposta baseada na solugdo de Murilo Rodrigues de Castro.) Eram
4 pescadores. De fato, procedendo por tentativas, temos que

e Nao é possivel que fosse apenas um pescador, pois 253 é divisivel
por 1.

e Supondo que fossem 2 pescadores, o primeiro jogaria um peixe
fora, restando 252 peixes. O segundo dividiria 252 por dois e nao



Olimpiada de Matematica do Estado de Goids 29

restaria peixe a ser jogado fora, ou seja, nao é possivel que fossem
2 pescadores.

e Também nao é possivel que fossem 3 pescadores, pois, neste caso, o
primeiro pescador jogaria um peixe no rio, dividiria os 252 restantes
em partes iguais e pegaria a sua parte (252/3 = 84), restando 168
peixes. Como 168 é divisivel por 3, o segundo pescador conseguiria
efetuar a divisao exata, nao restando nenhum peixe.

e Pode-se verificar que p = 4 é solugao do problema:

— O primeiro pescador tira um peixe, ficam 252. Ele pega 1/4
de 252 = 63 e sobram 189 peixes.

O segundo pescador tira um peixe, sobram 188. Dessa quantia
ele pega a quarta parte (47 peixes). Sobram 141 peixes.

— O terceiro pescador tira um peixe dos 141, retira para si 1/4
dos 140 peixes restantes (35 peixes) e sobram 105.

Finalmente, o quarto pescador tira um peixe dos 105 e ficam
104 peixes, que é um numero divisivel por 4.

Observagao: A solugao acima nao é rigorosa, uma vez que todos
os divisores de 252 deveriam ser testados. Uma solugao rigorosa deste
mesmo problema pode ser encontrada na resolugao da questao 4 da prova
de nivel 3.

22 QUESTAO. Dados os quadrados ABCD e AMEN onde M e N
sao pontos médios de AB e AD, respectivamente, e AB = 1. Determine
a area hachurada da figura abaixo, onde F, F' e GG sao colineares.

- ||

A N

=z

(Justifique sua resposta.)

(Solugao baseada nas respostas de André Cesarino de Paula, Murilo Ro-
drigues de Castro, Felipe Queiroz de Almeida e Hugo A. Akitaya.) Seja
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H aprojecao de F em BC'. Os triangulos FHE e ENG sao congruentes
pois sao triangulos retangulos com os trés angulos congruentes e, além
disso, FH e EN medem, ambos, 1/2. Assim, a drea da figura hachurada
é igual & drea do retdngulo HNDC' que, por sua vez é igual a 1/2.

32 QUESTAO. Um tabuleiro n xn tem inicialmente, alguns quadrados
pintados de preto e outros de branco. Depois, sempre que um quadrado
fizer fronteira com dois ou mais pretos, este é pintado de preto. Isso é
repetido enquanto for possivel. Por exemplo, para n = 4,

I HEpEE HEaal Ean B
Hpe BHew B

|| ] __ _HEEn B
ety ety LEfry LT
a) Explique porque o perimetro da regiao formada pelos quadrados

pretos nao cresce durante o processo.

b) Mostre que o nimero minimo de quadrados pretos na configuracao
inicial de modo que todo tabuleiro seja, por fim, pintado de preto
én.

(Justifique sua resposta.)

(Solucdo baseada na resposta de Hugo A. Akitaya.)

a) Porque o perimetro é a soma dos lados dos quadrados e quando
pintamos um quadrado que faz fronteira com 2 quadrados pretos, nds a-
nulamos 2 fronteiras e acrescentamos mais 2 de modo que o perimetro nao
se altera. Ao pintarmos um quadrado que faz fronteira com 3 quadrados
pretos, anulamos 3 fronteiras e acrescentamos uma, ou seja, o perimetro
diminui de duas unidades. Finalmente, ao pintarmos um quadrado que
faz fronteira com 4 quadrados pretos, a fronteira diminui de 4 unidades.

Portanto o perimetro da regiao formada pelos quadrados pretos nao
aumenta durante o processo, podendo diminuir.

b) O minimo de quadrados pretos é n, pois o perimetro do tabuleiro
n xn éigual a 4n e, como cada quadrado possui perimetro 4, uma regiao
formada por k quadrados possui no maximo perimetro igual a 4k. De
acordo com o que foi explicado no item anterior, no final do processo que
se inicia com uma tal regiao, teremos um perimetro no maximo igual a
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4k. Assim, para que o perimetro final seja 4n (todo o tabuleiro) devemos
comecar com , no minimo, n quadrados pretos.

Por outro lado, ve-se que, comecando o processo com a diagonal
do tabuleiro (n quadrados) pintada de preto, teremos no final todo o
tabuleiro pintado de preto.

Portanto, o nimero minimo de quadrados pretos na configuragao
inicial de modo que todo o tabuleiro seja, por fim, pintado de preto é n.

B
“LAN

42 QUESTAO. A regiao ABDF destacada na figura abaixo fica dentro
de um lote quadrado com lado AE=6m.

Pedro e seu pai mediram o perimetro de ABDF com seus passos. Pedro
saiu de A foi até B e dai a D e seu pai fez o percurso de A até F e depois
até D. No final viram que percorreram a mesma distancia. Considerando
que o passo de Pedro mede 56¢cm e o passo de seu pai tem 72cm e que o
numero de passos de cada um foi um ntmero inteiro, qual o perimetro
maximo de ABDF?
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(Justifique sua resposta.)

A solucao pode ser encontrada na resposta da 62 Questao da prova do
nivel 1.

52 QUESTAO. Observe a soma

2x (=)' 1 x (=12 +1x (=1 +2x (=1)*+
+2x (1) +1x (=D 4+1x(=1)"+2x (=1 +...

Continuando a soma com este padrao.
a) quais sao as parcelas de ordem 9, 10, 11 e 12;
b) qual é a parcela de ordem 2001;

c¢) calcule a soma das 2001 primeiras parcelas.

(Justifique sua resposta.)

(Solugao baeada nas respostas de André C. de Paula, Felipe Q. de Almei-
da, Hugo A. Akitaya e Murilo R. de Castro.)

a) O ntimero que multiplica a poténcia (—1)¥ é igual a 2 ou 1, com
ciclos de 4: “2,1,1,2;2,1,1,2;---”. Logo a parcela de ordem 9 serd
2 x (=1)?, a de ordem 10 serd 1 x (—1)'°, a de ordem 11 serd 1 x (—1)**
e a de ordem 12 serd 2 x (—1)12.

b) Seguindo o raciocino do item a), a parcela de ordem 2001 terd
expoente 2001 e o nimero que multiplica a poténcia se repete em ciclos
de 4. Como 2000 ¢é divisivel por 4, segue que o nimero que multiplica a
poténcia (—1)2°! é o 12 do ciclo, ou seja, a parcela seré 2 x (—1)2001,

c) Observa-se que os resultados das parcelas também se repetem.
Veja:

2x (-1)t=-2 2x(—1)5=-2
1x(-1)*=1 Ix(-1)¢=1
Ix (=13 =-1 Ix(=1)"=-1
2x (=1)t=2 2x(=1)8 =2

Os resultados das parcelas se repetem em ciclos de 4, a soma das 4
parcelas do ciclo é zero. Como 2001 = 2000/4 + 1 = 500 + 1 temos 500
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ciclos, cuja soma é zero, mais uma parcela, a primeira do ciclo, assim o
nimero que multiplica a poténcia serd 2, logo a soma das 2001 parcelas
é —2.

62 QUESTAO. Uma folha de cartolina na forma de um retingulo
(Fig. 1) é deformada para formar um cilindro (Fig. 3). As figuras
abaixo mostram o retangulo com o segmento EF sendo deformado para
formar o cilindro.

A B
E F E=F
(e} D
Fig.1 Fig.3

Veja que o segmento EFF' da Fig.1 transforma-se na circunferéncia da
Fig.3. Se apds deformar desta forma o retangulo obtemos um cilindro
como da figura abaixo, desenhe no retangulo original abaixo o segmento
de reta que gerou a curva que liga G a H.

(Justifique sua resposta.)

(Solucao baseada nas respostas de Hugo A. Akitaya e Felipe Q. de Almei-
da.) Ao transformar o retdngulo em cilindro, os pontos P e @) se unem
de modo que o segmento GQ se une a PH, formando, assim, a curva
continua que liga G a H, como mostra a figura seguinte.
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Nivel 3

12 QUESTAO. Trés poligonos regulares no plano, Py, P, e Ps de m, n e
p lados, respectivamente, tém um vértice em comum e neste vértice os
lados se justapoe sem deixar vao (Figura[l.1]). Mostre que

Py

P
P

(Justifique sua resposta.)

(solucao de Luiz Ricardo de Azevedo Frota.) Sejam 61, 05 e 03 os
angulos internos de P;, P> e P53 respectivamente.

Temos que
01 + 02 + 05 = 360°,

ou seja

—2)180° —2)180° — 2)180°
(m—2)180°  (n-2)180°  (p-2)
m n

= 360°.

Dividindo os dois membros da iltima equagao por 180°, obtemos
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22 QUESTAO. A reflexdo de um ponto A com relacao a uma reta r é
um ponto A’ que pertence & reta s, perpendicular a r passando por A,
de tal maneira que a distancia de A & reta r é igual & distancia de A" &
reta r, como ilustra a figura[1.2]

o A

. A

Figura 1.2:

A partir de um tridngulo retangulo ABC, reto em A, construimos o
triangulo A’B’C’ onde A’ é a reflexdo de A com relacao & hipotenusa
BC; B’ é a reflexao de B com relacao ao cateto AC e C’ é a reflexao de
C com relagao ao cateto AB. Se a drea de ABC' é 1, encontre a drea de
A'B'C'.

(Justifique sua resposta.)

(solucao de Caio Oliveira Guimaraes.)

O triangulo A’C’B, ver Figura é congruente ao triangulo ABC,
pois sao triangulos retangulos cujos catetos possuem medidas iguais.
Logo, a distancia, h, de B até o segmento C'A’ (altura do tridngulo
A’C'B em relagao & hipotenusa A’C’) é a mesma que a distancia de B
até AC que, por sua vez, é igual a distancia de B’ a AC. Além disso, os
segmentos AC' e A’C’ sdo congruentes, ou seja, a medida, a, de AC é a
mesma que a de A’C’.
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+ B!

Figura 1.3: Construcao do tridngulo A’B'C".

Assim sendo, temos que a drea de A’B’'C’ é igual a

a(3h)_3@
2 797

enquanto que a de ABC é igual a

— =1.
2

3

Logo, a drea de A’B’C’ é igual a 3.

32 QUESTAO. Mostre que todo nimero primo p > 3 é da forma
p=06n+1oup=>6n—1 para algum n natural.

(Justifique sua resposta.)

(Solugéo de Jorge Peizoto de Morais Neto.)
Dividamos p por 6. Seja k o resto e g o quociente da divisao. Temos
que

p=6q+k.

Logo k nao pode ser igual a 0 nem a 2 e nem igual a 4, senao p seria
par, e todo primo maior que 3 é impar. Além disso, uma vez que p é
primo, k& também nao pode ser igual a 3, pois isso faria com que p fosse
miltiplo de 3.
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Portanto, ou p = 6g+ 1 ou entao p = 6¢g+ 5. No segundo caso, temos
que p = 6(¢—1) — 1, o que prova que se p é um primo maior que 3 entao
oup==6n-+1oup=~6n-—1,onden éum nimero natural.

42 QUESTAO. Alguns pescadores voltaram ao acampamento depois
de um dia de pescaria, deixaram os peixes num viveiro e foram descansar.

Durante a noite, um dos pescadores resolveu deixar o acampamento,
tentou dividir os peixes em partes iguais entre todos os pescadores e
observou que sobrava um. Jogou um peixe no rio, dividiu-os em partes
iguais e levou a sua parte.

Mais tarde, outro pescador resolveu retirar-se. Nao sabendo da saida
do primeiro, tentou dividir os peixes em partes iguais entre todos os
pescadores e observou que sobrava um. Jogou um peixe no rio, dividiu-
os em partes iguais e levou a sua parte.

Situacao idéntica se repetiu com cada um dos pescadores, que nao
sabendo das saidas dos outros, tentava dividir os peixes em partes iguais,
sobrava um peixe que era jogado no rio, e o pescador levava a sua parte.

Se os peixes trazidos para o acampamento foram 253, quantos eram
os pescadores?

(Justifique sua resposta.)

(Solucao de Carlos Stein.) Seja p o numero de pescadores. Temos
que p|(253—1), ou seja, pk = 252 para um certo k. Depois que o primeiro
pescador retirou sua parte (1/p de 252 peixes), sobraram

252 252
252 - 22— (p—1)2E =
p P

(p— 1)k
Dessa quantidade foi retirado mais um peixe e o resultado ficou ainda
divisivel por p, ou seja, p|[(p — 1)k — 1], o que implica que

252
p|(k+1) ou seja, pKi +1).
p

Portanto, temos que

252
p< == 41, ousea, p>—p—252<0.
p

Logo,

1+ +/1009

< TV 1y
P> 2
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Suponhamos que 2|p, porém 4 fp. Entao p = 2m com m impar. Como
p|(252/p+ 1), segue que 2m|(126/m + 1), o que néo é possivel, uma vez
que 126/m + 1 é fmpar. Logo, se 2|p, temos que 4|p. Analogamente,
pode-se provar que 3|p = 9|p.

Como p < 16 e p|252, restam as possibilidades

p=1,p=4p=7e p=9.
Testando os casos acima, verifica-se que a solugao para o problema é
p=4:
e p =1 nao é possivel, pois 253 ¢é divisivel por 1.

e p = 9 ndo é possivel, pois substituindo p = 9 em p|(252/p + 1),
obtemos que 9 divide 29, o que ndo é verdade. Analogamente,
vé-se que p = 7 nao é solucao do problema.

e Finalmente, pode-se verificar que p = 4 é solugao do problema:

— O primeiro pescador tira um peixe, ficam 252. Ele pega 1/4
de 252 = 63 e sobram 189 peixes.

— O segundo pescador tira um peixe, sobram 188. Dessa quantia
ele pega a quarta parte (47 peixes). Sobram 141 peixes.

O terceiro pescador tira um peixe dos 141, retira para si 1/4
dos 140 peixes restantes (35 peixes) e sobram 105.

— Finalmente, o quarto pescador tira um peixe dos 105 e ficam
104 peixes, que é um numero divisivel por 4.

52 QUESTAO. Sabendo-se que numa circunferéncia de didmetro maior
que um existem pontos que distam de uma unidade, mostre os itens
abaixo.

a) Nao é possivel colorir os pontos de um plano com apenas duas cores
de modo que quaisquer dois pontos que distem de uma unidade
tenham cores distintas,

b) Também é impossivel colorir os pontos de um plano com apenas
trés cores de modo que quaisquer dois pontos que distem de uma
unidade tenham cores distintas.
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(Justifique sua resposta.)

(Solugao de Jorge Peizoto de Morais Neto.)

a) Chamemos as duas cores de cor 1 e cor 2. Dado um ponto O
colorido com a cor 1, desenhamos uma circunferéncia de centro O e raio
duas unidades. Seja A um ponto qualquer dessa circunferéncia e B o
ponto médio do segmento AO. O segmento OB mede uma unidade, o
que forga que B tenha a cor 2 e, portanto, que A tenha a cor 1. Girando
o segmento OB em torno do ponto O constroi-se uma circunferéncia de
raio 2 toda formada por pontos da cor 1, o que contraria a informacao
dada no enunciado.

cor 1 cor 2 cor 1
O @ .
O B A

Figura 1.4: Duas cores.

b) Seja A um ponto da cor 1 e B um ponto qualquer situado a V3
unidades de A. Sejam M o ponto médio de AB. Marquemos na reta
r, perpendicular a AB, contendo o ponto M, os pontos C e D tais que
os segmentos CM e DM tenham medida igual a 1/2. Temos que os
segmentos AC, DC, AD, BC' e BD tem medida 1 (os tridngulos ADC
e CBD sao equildteros de lado 1). C' e D devem possuir cores cistintas
de A. Digamos que C' possua a cor 2 e que D possua a cor 3. Temos que
B deve ter a cor 1. Como B é um ponto genérico que dista v/3 unidades
de A, temos que toda a circunferéncia de centro A e raio /3 tem a cor
1. Mas isso novamente contraria a informacao dada no enunciado.

62 QUESTAO.

a) Calcule (—1)" + (=1)2 + (=1)3 + (=1)*- - + (=1)2001,
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C a(?or 2)

A (cor 1) o

Figura 1.5: Trés cores.

b) Na soma abaixo quais sao as parcelas de ordens 1999, 2000 e 20017
Ix (=D 42 x (=1)2+3 x (=1)3+
Ix (=D 4+2x(=1)° +3 x (=1)5+
Ix (=) +2x (=1)8+3x (=1)°+---

c¢) Calcule a soma dos 2001 primeiros termos do item b).

(Justifique sua resposta.)
(Solugao de Wesley Pereira Nunes.)
a) A soma pedida é igual a -1:
(1) 4 (“1)2 4 4 (—1)2000 =
(1) + (1] + [(-1)° + (=) +
(= 1)1999 4 (1)2000] 4 (1)2001 _
1+ +[-1+1]+ -+ [-1+1]+ (1) = -1

b) Uma vez que 1998 é divisivel por 3, o coeficiente que aparece multi-

plicando o termo (—1)*99 ¢ igual a 1, o coeficiente do termo (—1)2°90 &
igual a 2 e o do termo (—1)20% § igual a 3.
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¢) A soma pedida é igual a

L(=D'+2(=1)> +3(=1)3 + 1(=1)* + 2(-=1)° + 3(-1)°+
. 3(_1)2001 _
(=)' +-+3(=1)°% + (1(-1)"+
R 3(_1)12) R (1(_1)1993 4.
+ 3(_1)1998) + (_1)1999 + 2(_1)2000 + 3(_1)2001 —_1492-3=_9

Logo, a soma dos 2001 primeiros termos do ftem b) é igual a -2.
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12 QUESTAO. Os cédigos dos sécios de um clube sdo compostos por trés
algarismos, um trago e mais dois algarismos. Esses ultimos obtidos a
partir de operagoes do tipo max +ny + pz, sendo x,y, 2, 0s trés primeiros
algarismos do codigo e m, m,p nimeros naturais fixados. Veja o exemplo
de alguns cédigos:

201 —05; 010—-02; 110-03; 341 —14.
a) Determine a e b no cédigo abaixo.

578 — ab.

b) Qual o maior ntimero que pode aparecer apés o trago?
¢) Determine os algarismos z e y dos seguintes cédigos:
oy — 21 e 3yx — 29.
d) Quantos c6digos poder ter o clube?
(Justifique sua resposta.)
a) de acordo com os dados do problema temos que n = 2,
2m+p=>5

m+2=3
3Im+4x24+p=14
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Logo, segue que m = 1 e p = 3. Portanto, ab = bm + "Tn + 8p =
5+ 14+ 24 =43.
b) O maior niimmero apds o trago é 9m + 9n + 9p = 9 4 18 + 27 = 54,
c)
r+5x24+3y =21 r+3y =11 T
— —
3x1+2y+3x =29 3z +2y =26 Y

d) Cada um dos 3 primeiros algarismos pode assumir 10 valores. Assim,
temos ao todo 10 x 10 x 10 = 1000 cédigos.

22 QUESTAO. Sejam r e s retas paralelas cuja distancia entre elas é
d. Considere triangulos ABC, com base fixa BC sobre a reta r e vértice
A sobre a reta s.

a) Esboce uma figura que mostre alguns tridngulos nestas condigoes.
b) O que vocé pode observar sobre as dreas destes tridngulos?
¢) Em que posigao deve estar o vértice A para que se tenha:

i) Um triangulo isésceles?

ii) Um tridngulo retdngulo?

d) Qual a relagao entre a base BC e a distancia d para que se tenha
um triangulo retangulo isésceles?

(Justifique sua resposta.)

SOLUGAO.
a) AT A AS
dl 5
B C r

b) Séo ) sempre iguais pois a drea de qualquer um destes triangulos ¢ igual
adxBC/2.
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t t” tl
A s A s
—e—9o —0o ——
B|bc T B |C r

(i) c(it)
c¢) 1) O vértice A deve estar sobre a reta t perpendicular a r passando
pelo ponto médio, D, de BC.
¢) ii) Deve estar sobre a reta ¢’ perpendicular a r passando por C ou
sobre a reta t” perpendicular a r passando por B.
d) Se o tridngulo é reto em C ou B, devemos ter d = BC. Se o
triangulo € reto em A, veja a solugao da 12 Questao do 22 grau.

32 QUESTAO. Na reta abaixo marcamos os pontos i e % Marque a
origem.

wl |

1
4
(Justifique sua resposta.)

SoLugio. A distancia entre 1/4e1/3é|1/3—1/4] =132 =1/12.
L1 1 1

12 12 12 12
5 ; ; T T
1 3
1 _ 1 . . 1
. Terr-los que 3 = 12 X 4, logo com 4 partes iguais a 75 teremos a
distancia entre 0 e 3.

42 QUESTAO. Observe os exemplos abaixo:
42=16=8x%x2, 32=9=8x1+1 ¢ 62=36=8x4+4.
Demonstre que se z é um ndmero inteiro, entdo 2 pode ser escrito
como 8n, 8n + 1 ou 8n + 4 para um certo n, inteiro, convenientemente
escolhido.

(Justifique sua resposta.)

SOLUCAO. Observamos que x pode ser escrito na forma z = 8¢ + r,
para algum g € Z e r € {0,1,...,7}. Assim, 22 pode ser escrito na forma
22 = 64¢>+16q+712 = 8(8¢>+2¢)+1? = 8¢1 +r2%, onde q; = 8¢*+2q € Z.
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Assim, na expressdo 22 = 8¢; + r? temos, para:

r=20 22 =8¢ +0

r=1 22 =8¢ +1

r=2 2?2 =8k +4

r=23 22 =8¢ +8+1=8k +1

r=4 22 =8¢ +16=8ky +0

r=5|22=8¢ +25=8¢ +3x8+1=8k; +1
r=6|22=8p +36=8¢; +4x8+4=28k;+4
r=7|22=8¢ +49=28¢ +6 x8+1=28ks+1

Portanto, se z é um ntmero inteiro, entdo z2 pode ser escrito como 8n,
8n + 1 ou 8n + 4 para um certo n, inteiro.

52 QUESTAO. Joao funda uma empresa com R$ 5.000,00 de capital.
Apbs seis meses, admite Carlos como sécio, com R$ 3.000,00 de capital.
Ao fim de um ano houve um lucro de R$ 1.950,00. Sabendo-se que o
lucro foi dividido proporcionalmente ao capital e ao tempo que cada um
dedicou, quanto coube a cada um?

(Justifique sua resposta.)

SOLUGAO. Seja J a parte que coube ao Joao e C, a que coube ao
Carlos, temos que J + C = 1950. Além disso, uma vez que o capital de
Joao foi aplicado em 12 meses e Carlos, apenas 6 meses, segue que

10 51950

1 =
J ¢ — J = —OC. Logo, J 13
3 C == x1950.

5000 x 12 3000 x 6

— 13
Assim, coube ao Joao R$1500,00 e ao Carlos R$450, 00.

62 QUESTAO. Qual a soma dos angulos internos:

a) de um quadrildtero e de um pentdgono;

b) do poligono:

(Justifique sua resposta.)
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SOLUGAO.
a) Um quadrildtero pode ser dividido A
em dois tridngulos, como na figura ao
lado. Como a soma dos angulos inter-
nos do triangulo é 180, temos que a so-
ma dos angulos internos do quadrildtero C
é 2 x 180° = 360°.

Um pentidgono ABCDE pode ser divi-
dido em 3 triangulos, como na figura ao
lado. Como a soma dos angulos inter-
nos do triangulo é 180, temos que a so-
ma dos angulos internos do pentagono
é 3 x 180° = 540°

b) O hexdgono dado no enunciado pode
ser dividido em 4 tridngulos, como
mostra a figura ao lado. Logo, a soma
dos seus angulos internos é 4 x 180° =
720°.

1V OMEG, 1995, 22 grau.

12 QUESTAO. Sejam r e s retas paralelas cuja distancia entre elas é d.
Considere triangulos ABC, com base fixa BC sobre a reta r e vértice A
sobre a reta s.

a) Esboce uma figura que mostre alguns tridngulos nestas condigoes.
b) O que vocé pode observar sobre as dreas destes triangulos?
¢) Em qual posi¢ao deve estar o vértice A para que se tenha:

i) Um triangulo isésceles?

iil) Um tridngulo retdngulo?
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d) Qual a relacdo entre a base BC e a distancia d para que se tenha:

i) Um tridngulo retdngulo isésceles?

ii) Um tridngulo equildtero?

(Justifique sua resposta.)

SOLUQAO. As respostas dos {tens a), b) e ¢) estdao na 22 Questao da
prova do 12 grau.
d)i) Se o tridngulo é reto em B ou C ver 22 Questao do 12 grau. Caso
o tridngulo seja reto em A, sejam a e b as medidas dos segmentos BC' e
AC, respectivamente, se o tridngulo ABC é

retangulo, segue que 2b?> = a?. Por /A g
outro lado, se M é o ponto médio de Vi \\b

BC, temos que AMC é retangulo, logo / \

d* 4+ a?/4 = b%. Portanto d*> = a?/4, ou B a (o T
seja, a = 2d.

Logo, se BC = 2d temos um tridngulo retangulo isésceles.

d)ii)
A S

B a C T
2+

B =(3)

Para que o triangulo ABC seja equilaterio devemos ter a = b, logo

2 = v=—-.

2 2
2 Ly 2 2 _a 2 3a 2

a (2) +d° = a 1 1 5
Assim, a relacdo entre a base BCe d é d = ?BC’.

22 QUESTAO. A partir de um quadrado de lado a faga as seguintes
construcoes:

12) No quadrado de lado a coloque uma circunferéncia de mesmo cen-
tro do quadrado cuja distancia aos lados seja igual a %
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22 ) Divida cada lado do quadrado inicial em duas partes iguais e nos
quatro quadrados assim obtidos coloque circunferéncias de mesmo
centro dos quadrados cuja distancia dos lados seja igual a %

2) Divida cada lado do quadrado inicial em trés partes iguais e nos
nove quadrados assim obtidos coloque circunferéncia de mesmo
centro dos quadrados cuja distancia dos lados seja igual a % e
assim em diante como mostra a figura a seguir:

a

_

/ 7N

)
/

/

—
a

2

A ("“
s}
ool :
O]

S) \wI
w\:[

a) Para quais valores de a a 12 construgao é possivel?

b) Quantas construgoes sdo possiveis se a = 10?7 E para um a qual-
quer?

(Justifique sua resposta.)
SOLUGAO. a) Devemos ter 1/a < a/2, ou seja, a > /2.

b) Para que a n-ésima construgao seja possivel é necessirio que n/a <
a/2n, ou seja, a® > 2n2. Logo, n < a/\/i. Em particular, para a = 10,
temos que n deve ser menor que 7. Portanto, para a = 10 sao possiveis
7 construcgoes.

32 QUESTAO. Daniel comprou 3 coelhos, 7 pédssaros e 1 cachorro.
Pagou R$ 172,00. Danilo comprou 4 coelhos, 10 passaros e 1 cachorro.
Pagou R$ 200,00. Se Murilo comprou 1 coelho, 1 pdssaro e um cachorro.
Quanto pagou Murilo?

(Justifique sua resposta.)
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SOLUGAO. Se ¢ é o preco de cada coelho, p, o prego de cada péssaro,
k, o preco de cada cachorro e x, a quantia paga por Murilo, temos que

3c+Tp+ 1k =172
4c+ 10p + 1k = 200
le+1p+ 1k =2

Multiplicando a primeira equagao por 3, a segunda por -2, e subtraindo
uma da outra, obtemos

9c + 21p + 3k = 516

—8c — 20p — 2k = 400
le+1p+ 1k =116

Assim, a quantia paga por Murilo foi R$ 116,00.

32 QUESTAO. Sejam ABCD um quadrado e CEF um tridngulo equi-
l4tero de &rea igual a v/3, como ilustra a figura abaixo. Calcule a &rea
do quadrado.

D C
E
F B
(Justifique sua resposta.) D =z C

SOLUGAO. EF
Sejam h a medida da altura do triangulo e a

a medida de seu lado. Temos que:

a2:h2+(%)2 = hzaé. A F B

Como a area do triangulo CEF é v/3 temos que

V3

h X %=
\/§:a>2< = \/524(1 2L2 = a=2.
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Como o triangulo AFE é isdsceles e retangulo, seus angulos da base
medem 45° e, sendo o tridngulo EFC equilédtero, seus dngulos internos
valem 60°. Assim, conforme a figura acima, o angulo DEC vale 75°.
Além disso, uma vez que EC = 2, segue que a medida do lado, x, do
quadrado, satisfaz

x
750 = —.
sen 5

Uma vez que

|
| S
|

N |
N
|+
S

sen 75° = sen(30° + 45°) =
Obtemos que a area do quadrado é

oo (Bp) g

52 QUESTAO. Uma funcdo f estd definida no conjunto dos nimeros
naturais da seguinte maneira:

n—10, se n > 100
f(n) =
f(n+11), se n <100.

a) Calcule f(110), f(95) e f(0).

b) Existem dois niimeros naturais p e ¢ distintos tal que f(p) = f(q)?

¢) Determine o conjunto imagem de f.
)

d) Esboce o gréafico de f quando 0 < n < 22 e n > 100.

(Justifique sua resposta.)

SoLUGAO. a) f(110) = 110 — 10 = 100, f(95) = f(95 + 11)
£(106) = 106 — 10 = 96 e f(0) = f(0+11) = f(0+11+11) = ... =
F(0+10 x 11) = f(110) = 110 — 10 = 100.

b) Sim, existem. Observe que f(0) = f(110) = f(k x 11) para todo
ke {0,1,2,...,10}.

c) Aimagem de fé Im={yeN:91 <y < oo}.

d)
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nly=fn)|nly=Ffn)| n |[y=Ffn) | n |y=[f(n)
0 100 11 100 22 100 109 99
1 101 12 101 .. .. 110 100
2 91 13 91 100 101 111 101
3 92 14 92 101 91 112 102
4 93 15 93 102 92 113 103
5 94 16 94 103 93 114 104
6 95 17 95 104 94 115 105
7 96 18 96 105 95 116 106
8 97 19 97 106 96 117 107
9 98 20 98 107 97 118 108
10 99 21 99 108 98 119 109

y = f(n)

sl - o .

1o - e °

loile @ e e ° °

1008 - ° . e e e °

99 I - ° . e e e e °

o8 - . . e e e °

o7 F- ° . e °

o F- ° . @ - - °

o5 F- ° @ e e °

o1 F- ° e e .

03 - . @ e °

g2 - ® e e °

L I B L B

123... 12 13 ... 100 . . . :L

62 QUESTAO. Em certa brincadeira de crianga numa calcada qua-
driculada estabeleceu-se a seguinte regra: pode-se a cada salto pular da
casa n para a casa n + 1 ou entdo da casa n para a casa n + 2.

Observe alguns exemplos:

i) para atingir a 12 casa, apenas 1 modo;

{I:E ... apenas 1 modo;

i) para atingir a 22 casa, 2 modos;

+ + ‘ l ‘ 2 modos;
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+ + + l ‘ 3 modos.

iii) para atingir a 32 casa,
a) Quantos modos tem o saltador para chegar na 52 casa?

b) Liste de quantos modos o saltador pode chegar na 12 | 22 | 32 42
52 e 62 casas. Qual a relagao entre os elementos assim obtidos?

c) Escreva a lista de b) até n-ésima casa e calcule a soma desses ele-
mentos.

(Justifique sua resposta.)

SOLUGAO. a) e b) Pode-se chegar & n-ésima casa de 2 maneiras: o
primeiro, passando pela (n — 1)-ésima casa e o segundo, pulando dire-
tamente da (n — 2)-ésima casa para a n-ésima casa. Assim, o nimero
de modos de se chegar a n-ésima casa é igual ao nimero de modos de
se chegar & (n — 1)-ésima casa mais o nimero de modos de se chegar a
(n — 2)-ésima casa. Portanto, temos que, se a; é o nimero de modos de
se chegar a j-ésima casa, entao, para j > 2 segue que

a; =a;—1+ aj_o.
Em particular, como a; = 1 e ay = 2 obtemos az = 3. Sendo a3 = 3
e ag = 2, segue que a4 = 5 e assim em diante, como mostra a tabela a
seguir:

casas | 112 [3|4|5| 6
modos | 1|2 (3|5 |81 13

c) Seja Sy, = a1 +as+- - -+a, asoma dos n primeiros termos da seqiiéncia
(an). Temos que

anp = Gp—1+ ap-2
Gp—1 = Gp—2+ Gnp-—3
Ap—2 = Qp-3+ Gpn—4
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Somando as equagoes, obtemos

Sp—3=(Sp-1—1)+ Sph_o.
Logo, lembrando que S, = a; + as + - - - + a,, segue que a, — 2 = S,_o,

ou seja,

Sn = Qn42 — 2= an + Qn41 — 2= 2an +an—1 — 2.

V. OMEG, 1996, 1¢ grau.

12 QUESTAO. O livro A possui 250 folhas e sua espessura, descontada a
capa, é de 3cm. J4 o livro B possui 100 folhas e sua espessura, descontada
a capa, ¢ de 1,8cm. Qual dos dois possui a folha mais espessa?

(Justifique sua resposta.)

SOLUGAO.
Livro A: % folhas por cm = % folhas/cm = % folhas/cm.
Livro B: 110§ folhas por cm = 1(1)20 folhas/cm.

Comparando o numero de folhas por centimetros, temos que as folhas
do livro B s@o mais espessas pois existem menos folhas por centimetro.

22 QUESTAO. Duas criancas brincam numa festa misturando coca-
cola e guarand. A primeira faz uma mistura com 3 partes de coca-cola
para 2 partes de guarana e a segunda mistura 1 parte de coca-cola para 2
partes de guarand. Depois, elas fazem uma terceira mistura, misturando
volumes iguais de cada uma das misturas anteriores. Qual a proporgao
entre guarand e coca-cola obtida?

(Justifique sua resposta.)

SOLUGAO.
Veja a solucao da 32 Questao do 2° grau.

32 QUESTAO. Distribua os nimeros consecutivos de 13 a 26 nos
quadrados abaixo de tal maneira que a soma indica seja sempre a mesma.

(Justifique sua resposta.)

SoLUGAO. Quando colocamos os niimeros em ordem crescente:

13,14, 15,15, 16,17, ..., 22,23, 24, 25, 26.
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NN EEEEN
+ + + + + + +
NN EEEaNEEEN

Observamos que:
134+26=39, 14+25=39, 15+24=39;..

Isto é, a soma do primeiro com o ultimo é igual ao do segundo com o
penultimo, e assim em diante.

+ + + + + + 4+

39 39 39 39 39 39 39

42 QUESTAO. Considere a seqiiéncia 1, 12, 123, 1231, 12312, 123123,
1231231, ... O 1996° termo da seqiiéncia acima é par? E divisivel por 37

(Justifique sua resposta.)

SOLUGAO.
Veja a solucao da 52 questao da prova do segundo grau.

52 QUESTAO. Em cada uma das figuras abaixo existe um erro.
Identifique-o.

(Justifique sua resposta.)
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Ut
Ut

SOLUGAO. a) Como o angulo de 32° é oposto pelo vértice ao com-
plementar do dngulo de 48° a soma dos dois deveria ser 90° e nao 80°.
b) Os lados 2, 5 e 8 ndo formam um tridngulo, pois 5 + 2 < 8.
¢) Os tridngulos que formam o quadrildtero sdo congruentes, pelo
caso LAL. Logo, os angulos de 55° e 75° deveriam ser congruentes.
d) Os triangulos ABC, ABD e ACD sao isésceles,

dai, os angulos de suas bases sao iguais a a.

A
A\
{
Em D temos a + o = 180°, isto ¢, oo = 90°. Z;/ 4‘\ \4
Assim, os lados AB e AD sao paralelos. Por- /o LN
tanto, nao existe o ponto A. B

62 QUESTAO. Determine a drea do triangulo retangulo isésceles BEC,
dado que o triangulo ABD é retangulo com AB =3 e BD =4.

(Justifique sua resposta.)
SOLUCAO.

Como BEC é um triangulo retangulo isésceles, temos BC = CF = x.
Além disso, os tridngulos ABD e ECD sao semelhantes. Logo,
3 T 12
= xr = —.

r+@4d—-2z) 44—z 7
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Assim, a drea do triangulo BEC é igual a

(12/7) x (12/7) x (1/2) = 72/49.

V. OMEG, 1996, 2¢ grau.

12 QUESTAO. Leticia gosta de desafiar seus amigos com o seguinte pro-
blema:

“Sou capaz de calcular o quadrado de qualquer numero de dois al-
garismos terminado em 5, bem rapido”.

Seus colegas vao falando os nimeros e Leticia rapidinho diz o valor
do quadrado do niimero.

O segredo da brincadeira é: para calcular o quadrado de 35, por
exemplo, ela faz os seguintes calculos:

Multiplica 3 pelo seu sucessor, 3 x 4 = 12, e completa o ntimero com
25. E diz rapido 1225. Verifique vocé a validade desse processo para um
outro nimero de dois algarismos terminado em 5.

a) Prove que se o numero é de dois algarismos terminado em 5 esse
processo é sempre verdadeiro.

b) Prove que o mesmo ocorre para nimeros de 3 algarismos termina-
dos em 5.

(Justifique sua resposta.)

SOLUGAO. Observe que (35)% = 1225 = 1200 + 25 = 3 x 4 x 10% + 25.

a) Seja n o numero de 2 algarismos terminado em 5; se a é o algarismo
da dezena entdo n = a5 =a x 10+ 5 = n? = a? x 10> + a x 10 + 25 =
n?=ax (a+1) x 102 + 25.

Logo, a conta que Leticia faz estd correta para qualquer ntimero n
de 2 algarismos terminado em 5.

b) Seja n o nimero de 3 algarismos terminado em 5; se a e b sdo 0s
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algarismos da centena e dezena respectivamente, entao

n=ab5=ax 10> +bx10+5=(ax 10+ b) x 10+ 5 =
n? = (a x 10 +b)? x 10? + (a x 10 + b) x 10% + 25

n? = [(a x 10 +b)? + (a x 10 +b)] x 10% + 25
n?=(ax10+b) x (ax10+b+1) x 102 +25

n? = ab x (ab+ 1) x 10% 4 25.

Logo, para ntimeros de 3 algarismos terminados em 5, a conta que Leticia
faz estd correta.

22 QUESTAO. Dizemos que duas circunferéncias sao tangentes caso
elas se toquem num tunico ponto. Considere uma circunferéncia C de
raio 1 e um ponto P distante de 1/3 do centro desta circunferéncia.

a) Quantas circunferéncias existem, com centro em P, tangentes a C?
(Faga a figura).

b) Calcule o raio de cada circunferéncia encontrada em a).

(Justifique sua resposta.)

SOLUQAO. Seja P um ponto distante 1/3 de 0.

Ci:r=1-1/3=2/3. Cy:r=1+1/3=4/3.

Existem 2 circunferéncias centradas em P e tangentes a C. Uma de
raio r = 2/3, tangente a C internamente, e outra de raio r = 4/3,
tangente a C externamente.

32 QUESTAO. Duas criangas brincam numa festa misturando coca-
cola e guarana. A primeira faz uma mistura com 3 partes de coca-cola
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para 2 partes de guarana e a segunda mistura 1 parte de coca-cola para 2
partes de guarand. Depois, elas fazem uma terceira mistura, misturando
volumes iguais de cada uma das misturas anteriores. Qual a proporcao
entre guarand e coca-cola obtida?

(Justifique sua resposta.)

SOLUGAO. Vamos representar a coca-cola por ¢ e a guarand por g,
temos

12 mistura: cccgg

22 mistura: c g g

Note que a 12 mistura esta dividida em 5 partes e a 22 mistura em 3
partes, assim para volumes iguais, temos:

12 mistura: ©c o c cc cocc
g g g g g g
22 mistura: ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
g g g g g g g g g g

Na mistura final temos 14 partes de coca-cola e 16 partes de guarani,
ou seja, a proporgao entre guaranda e coca-cola é 16 : 14 =8 : 7.

42 QUESTAO. Seja a um ntmero nao nulo.

11 1
a) Mostre que oy = 2 — 37

1 1 1 1
b) Calcule o valor da soma 155 + 553 + 357 T + 957997

(Justifique sua resposta.)

SOLUGAO.
a) De fato, basta observar que

1 1 a+1—a 1

a a+1 ala+1) ala+1)
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b) Seja S a soma dada, entao

S=(-+G-3+G D+ + 5 ~ 1958 * (o8 ~ To

)

2 2 3 3 4 1995 1996 1996 1997
11 11 1 1 1
S=T14 (-t V(e )+ (= -
+( 2+2)+( 3+3)+ * 1996+1996) 1997

- 1 1996
1997~ 1997

52 QUESTAO. Considere a seqiiéncia 1, 12, 123, 1231, 12312, 123123,
1231231, ... O 1996° termo da seqiiéncia acima é par? E divisivel por 37

(Justifique sua resposta.)

SOLUGAO. Observamos que:

a1 =1 | as=1231 | a7 = 1231231
as =12 | as = 12312
as = 123 | ag = 123123

Note que o indice 4 coincide com o ntimero de algarismos de a;.

Seie A={1,4,7,10,13,...} entdo o algarismo das unidades a; é 1.

Seie€ B=1{2,5,8,11,14,...} entdo o algarismo das unidades a; é 2.

Seie C =1{3,6,9,12,18,...} entdo o algarismo das unidades a; é 3.

Obseve que todo o elemento do conjunto A, B e C deixa resto 1, 2 e
0, repectivamente, se dividido por 3.

E assim, i = 1996 = 3 x 665 + 1 = 1996 pertence a A, logo ajg9s é
impar. Note também que aj99¢ nao é divisivel por 3. De fato, a soma
dos algarismos de a1g9s € S = 6 X 665 + 1 pois,

a1996 — 123---123 1.
_—
665 vezes o 123
Portanto, o niimero aig9¢ nao é par e nem divisivel por 3.

52 QUESTAO. Nao se sabe ao certo qual foi a demonstracao dada
por Pitagoras ao teorema que hoje leva seu nome. Existem mais de 300
demonstracoes do teorema de Pitagoras.
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O Prof. Elisha Scott Loomis, durante 20 anos, de 1907 a 1927, cole-
cionou demonstragoes desse teorema resultando num livro cujo titulo é
“The Pythagorean Proposition”. O professor Loomis classifica as demon-
stragoes em dois tipos:

1) provas algébricas, baseadas nas relagoes métricas nos tridngulos
retangulos;

2) provas geométricas, baseadas em comparagoes de dreas.

Como vocé ja sabe, o teorema de Pitagoras pode ser enunciado assim:
“A area do quadrado cujo lado é a hipotenusa de um triangulo
retangulo é igual a soma das areas dos quadrados que tem como lados
cada um dos catetos”. Se a e b sdo as medidas dos catetos e ¢ é a medida
da hipotenusa, o enunciado acima equivale a afirmar que a® + b? = 2.
Provavelmente uma das mais belas demonstragoes é a sugerida pela

figura a seguir. Vocé é capaz de descobri-la?
(Justifique sua resposta.)

SOLUCAO. Seja ABCD um quadrado de lado a+ b, conforme a figura
abaixo.

A b a_ B
al \
\ o
H \
\
b\ F
\
a
D a G b le}

Temos que os triangulos CFG, EBF, HAE e HDG sao congruentes
pelo caso LAL. Logo,

GF =FE=FH = HG.

Além disso, GFE é reto, pois GFC + FGC = 90°, logo FGC = EF' B,
segue que, como GFC + GFE + EFB = 180°, temos GFC + FGC +
GFE =180° e 90° + GF'E = 180°, logo GFE = 90°.

De modo anélogo, conclui-se que os demais angulos de HGFE sao
retos, ou seja, HGFE é um quadrado. Se ¢ é o lado de HGFE, entao,
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segue que a area de ABCD é igual a drea de HGF'E mais 4 vezes a drea
do tridngulo EBF, ou seja:

(a+b)? = 2+4(ab/2) = a*+2ab+b* =c*+2ab = a*+b* =2

VI OMEG, 1997, 1¢ grau.

12 QUESTAO. Joao e Maria jogaram vérias partidas de um certo jogo.
Maria nao ganhou 22 partidas e Joao nao ganhou 19 partidas. Houve 7
empates. Quantas partidas ganhou cada um?

(Justifique sua resposta.)

SOLUGAO. Maria Joao
Um modo interessante de ilustrar a

resolucao deste problema é através do

diagrama:

Maria: é o conjunto das partidas em que Joao nao ganhou, isto é,
houve empate ou Maria ganhou. Joao: é o conjunto das partidas em que
Maria nao ganhou, isto é, houve empate ou Joao ganhou. Logo Maria
ganhou 12 partidas e Joao ganhou 15.

22 QUESTAO. Para determinar, aproximadamente, o peso de um grao
de feijao, Joao adotou os seguintes procedimentos:

i) pegou um saco de lkg de feijao e mediu o seu volume, obtento 1,3
litros;

i) contou quantos feijoes possui 200m! de feijao, obtendo um total de
700 feijoes; assim, descobriu o peso de um grao de feijao.

De acordo com os dados acima, quanto pesa uma grao de feijao?
(Justifique sua resposta.)

SoLugAo. Como 200 ml de feijao corresponde a 700 feijoes, segue
geu 1 litro de feijao, isto é, 5 x 200ml, possui 5 x 700 = 3500 feijoes.

Temos que 1,3 litros é o volume de 1kg de feijao, o que da um total
de 1,3 x 3500 = 4550 feijoes.

Assim, 1 grao de feijao pesa, aproximadamente, ﬁkg, ou, fazendo-
se a divisao 0,22 gramas.



Olimpiada de Matematica do Estado de Goids 62

32 QUESTAO. No ano de 2091, estaremos realizando a centésima
Olimpiada de Matemética do Estado de Goids. J& é tradigdo que as
provas da Olimpiada sejam realizadas sempre em um sabado do més de
outubro. Em quais dias do més de outubro podera acontecer a centésima
Olimpiada de Goias.

Atencao: No intervalo acima, os anos multiplos de 4 possuem 366
dias.

(Justifique sua resposta.)

SoLUGAO. O primeiro ano bissexto apds 1997 é 2000, e o tultimo
antes de 2091 é 2088. Assim, temos um total de % + 1 = 23 anos
bissextos nesse periodo. De 1997 até 2091 temos 2091 — 1997 = 94 anos
(sem contar 1997), dos quais 94 — 23 = 71 s@o normais (com 365 dias).

Apos 7 dias, os dias da semana voltam a se repetir. Assim, em
365 = 52 x 7 + 1 dias, estaremos um dia da semana apds o dia em que
estavamos. Por exemplo, como em 18.10.97 foi sdbado, 18.10.98 serd
domingo e 18.10.99 serd segunda.

Dai, em anos bissextos, existe um acréscimo de dois dias, de modo
que 18.10.2000 sera quarta.

No periodo acima, teremos um total de acréscimos igual a

23 x2471x1=46471=117.

Dividindo, novamente por 7, obtemos que 117 = 7 x 16 + 5, entao,
18.10.2091 caird numa quinta feira.

Portanto, 20.10.2091 é sabado, assim como 27.10.2091, 13.10.2091 e
06.10.2091.

E, sdo esses os dias em que poderd ocorrer a centésima Olimpiada.

42 QUESTAO. Um pentdgono regular é um poligono de cinco lados,
onde os lados e os angulos internos sao congruetes entre si.

figura 1 figura 2
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O professor de Pedro entregou a seus alunos uma folha com o desenho
de trés lados consecutivos de um pentigono regular (figura 1) e pediu
aos alunos que construissem, com o compasso, um pentagono, utilizando
os trés lados dados.

Pedro fez a seguinte construcao (figura 2):

1) Compasso centrado em A e abertura AB construiu o arco C;
2) Compasso centrado em E e abertura AB construiu o arco C’;
3) Os pontos F e F’ sdo as intersegoes dos arcos C e C’.
4) O pentdgono de Pedro é ABDEF.

Com base nesses dados,

a) determine os angulos internos desse pentdgono;

b) podemos afirmar que esse pentdgono é regular?

(Justifique sua resposta.)

SOLUGAO.
a) O poligono ABDEF’ é por construgdo, um pentdgono regular.
Assim, seus angulos internos medem 108°.
s

Assim, AF'EF é um losango, logo, AF'E = 108° = AFF e, assim,
360° — AFE = 252° é um dos angulos internos de ABDEF.

Temos que ABD e BDE sao angulos internos de um pentagono reg-
ular, logo ABD = BDE = 108°. Como a soma dos angulos internos de
um losango é 360° temos que 108° + F'EF = 180°, logo, F'EF =72° ¢
FAB = 108° — 72° = 36°. Analogamente, FED = 36°.

b) ABDEF nao é regular, pois as medidas dos seus angulos sao
distintas.
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=

= %? ‘1cm
Icm

52 QUESTAO. Determine a drea da figura sombreada no quadrado
abaixo.

(Justifique sua resposta.)

SoLUGAO. Existem vérias maneiras de resolver esse problema, vamos
usar uma que foi utilizada por alguns dos alunos que participaram da
Olimpiada.

Para entender melhor os triangulos, vamos dar nomes como na figura
abaixo:

" T5

S,

T3 —— T6

Observamos primeiro que T1 é congruente a T2, T3 é congruente a
T4 e T5 é congruente a T6, pelo caso LLL. Isto quer dizer que podemos
sobrepor os triangulos, como mostra a figura abaixo:

Ti=T2 |

T3=T4

Logo, podemos concluir que a area da figura é formada por 7 qua-
dradinhos mais meio quadradinho, ou seja, 7,5cm?2.

62 QUESTAO. “O numero 10 foi escolhido como base do sistema
de numeragao porque o homem tem dez dedos nas maos e por isso
acostumou-se a contar em dezenas.
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Na realidade, algumas civilizacoes antes da nossa utilizaram outros
nimeros como base. Os babilonios adotavam o sistema sexagesimal, do
qual nos restam ainda hoje o minuto e o segundo (tanto para medir tem-
po quanto para medir dngulos). Evidentemente, decorar uma tabuada
de 59 por 59 é uma tarefa dificil. Assim, o sistema nao prevaleceu.”
(Revista do professor de matemdtica n? 12)

Num planeta distante, onde os seres possuem trés dedos, usa-se o
sistema de numeracao na base 3. As tabuadas nesse sistema sao:

0x0=0 1x0=0 2x0=0
O0x1=0 1x1=1 2x1=2
0x2=0 1x2=2 || 2x2=11
0+0=0 1+0=1 24+0=2
0+1=1 1+41=2 ||2+1=10
0+2=2|1+2=10|2+2=11

Nesta base de numeracao, os nimeros sao agrupados de 3 em 3 de
modo que o niimero 211 na base 3 equivale a 2 x 32 +1 x 31 +1 x 3% = 22
na nossa base decimal.

Faca as continhas abaixo, usando a base de numeragao 3 e as tabuadas

acima.
a) 1+14+1; ¢) 2x(14+141);
b) (1+1)x2 d) 12411;
(Justifique sua resposta.)
SOLUGAO. Antes de resolvermos as continhas, vamos entender mel-
hor esse novo sistema de numeracao.
Como na base decimal, vamos representar o nimero de tal maneira

que cada algarismo represente agrupamentos de 3 unidades. Por exem-
plo, se temos ||| || unidades os elementos ficariam:

*%D |

[130%2

0 asterisco “x” representa o agrupamento II] .

Assim poderiamos representar o nimero como 12, isto é, 1 asterisco
e 2 barras. Ou ainda 5 =1 x 3! +2 x 30,
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a) 1+1+1=10

b

14+ 1) x2=2x2=11 como mostra na tabuada

RHE

)

) (

) 2x(1+1+1)=(14+14+1)+(1+1+1)=20, pois | %—
d)

Para resolver este item, vamos observar o seguinte:

* | +H =

%%

L]

Para agrupamentos de 3 asteriscos, vamos usar a representacao #. Logo,

AL o

VI OMEG, 1997, 22 grau.

12 QUESTAO. Quatro cubos macicos sao feitos de um mesmo material,
mas de arestas diferentes, a saber, 6cm, 8cm, 10cm e 12cm.

Os cubos sao colocados numa balanga de 2 pratos de forma que os
pratos se equilibrem.

De que forma devemos colocar os cubos nesses pratos para que a
balanca fique em equilibrio?

(Justifique sua resposta.)

SOLUGAO. Para resolver este problema observamos que como os cu-
bos sao macigos e feitos do mesmo material suas massas sao diretamente
proporcionais aos seus volumes, e da mesma forma seus pesos. Logo,

como 123 = 63 + 8% 4 102, basta colocarmos num prato o cubo de aresta
12 e no outro prato os outros cubos.

22 QUESTAO. Para determinar, aproximadamente, o peso de um grao
de feijao, Joao adotou os seguintes procedimentos:

i) pegou um saco de 1lkg de feijao e mediu o seu volume, obento 1,3
litros;

ii) contou quantos feijoes possui 200m! de feijao, obtendo um total de
700 feijoes; assim, descobriu o peso de um grao de feijao.

De acordo com os dados acima:
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a) Quanto pesa uma grao de feijao?

b) Quantos graos possui um quilo de feijao?

(Justifique sua resposta.)
SOLUGAO. Ver solugao da 22 Questao da VI OMEG, 12 grau.
32 QuEsTAO. Considere a funcdo g(x) dada por 2g(%) + g(2) = 2.
a) Calcule g(1);
b) Calcule g(2).

(Justifique sua resposta.)

SoLugAo. Esta questdo envolve resolucao de sitemas lineares.

a) Para calcular g(1), basta observar que se § = 1 e % = 1, temos
_ ’ _ . 7 _ 4
x = 2. Dai, 2g9(1) + g(1) = 4, isto §, g(1) = 3.
b) Para calcular g(2), primeiro vamos fazer § = 2, isto é, x = 4, dai,
1
o(5)+29(2) =8 (14)

Agora, fazendo % = 2, ou seja, r = 1 temos

29(%) +g(2) = 2. (1.5)

Resolvendo o sistema formado pelas equagdes (|1.4) e (1.4)), nas incégnitas
4

9(3) e g(2), obtemos g(2) = %

42 QUESTAO. No ano de 2091, estaremos realizando a centésima
Olimpiada de Matematica do Estado de Goids. Ja é tradicao que as
provas da Olimpiada sejam realizadas sempre em um sabado do més de
outrubro. Em quais dias do més de outubro podera acontecer a centésima
Olimpiada de Goiés.

Atencao: No intervalo acima, os anos multiplos de 4 possuem 366
dias.

(Justifique sua resposta.)

SoLUGAO. Ver solugdo da 32 Questao da VI OMEG, 12 grau.
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52 QUESTAO. Dado m, um nimero natural, temos que n® pode ser
escrito como soma de n nimeros naturais consecutivos e impares, por
exemplo:

1¥=1
22=3+5
P =7+94+11

43 =13+ 15+ 17 + 19.

a) Determine as parcelas cuja soma é 723;
b) Determine as parcelas cuja soma é n?;

k

¢) Generalize para n”, onde k > 2 é um ntimero natural.

(Justifique sua resposta.)

SOLUGAO. a) A idéia é escrever 723 como soma de 72 niimeros naturais
consecutivos e impares, isto é,

722 =(a+0)+(a+2)+ (a+4)+ ...+ (a+ (2 x72-2))
=(a+a+..+a)+(2+4+..+142) =
(2+142) x 71
2
ou seja, a = 722 — 71 = 5113. Assim, 723 = 5113 + 5115 + ... + 5255.
b) Basta generalizar o raciocinio acima para um natural qualquer, ou

seja, escrever n3 como soma de n naturais consecutivos e impares, isto
é,

= T2a + =T2a+ 72 x 71,

nd=(a+0)+(@+2)+(@+4)+..+(@a+(2xn-2)
=(a+a+..+a)+2+4+..+(2n—-2)) =
(24 2n—2))(n—1)

=na + 5 =n(a+n—1).

Logo,a=n* —n+1e
nP=m*—n+1)+n*—n+1+2)+(n*—n+1+4)+

+o+ M =n+142n-2)

= —n+)+0*—n+3)+ 02 —n+5) +..+n*+n-1).
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c¢) De maneira andloga ao item b) temos n* = n(a +n — 1), isto &,

a=nF"1—n+1. Assim,

nF =+ D)+ =3+ (P - 1),

62 QUESTAO. Uma curva é obtida em estagios pelo seguinte processo:

1) No estédgio 0, ela é um quadrado de lado lem.

]

2) O estdgio 1 é obtido a partir do estdgio 0, dividindo-se cada la-
do do quadrado em trés partes iguais, construindo-se, externa-
mente, sobre o segmento central de cada lado, um quadradinho
e suprimindo-se, entdo, o segmento central (veja figura):

3) O estdgio n+1 é obtido a partir do estdgio n, dividindo-se cada lado
do poligono do estagio n em trés partes iguais, construindo-se, ex-
ternamente, sobre o segmento central, um quadrado e suprimindo-
se, entao, o segmento central.

De acordo com o enunciado acima, determine:
a) O perimetro do poligono no estigio 1;
b) O perimetro do poligono no estégio 5;
c¢) A area do poligono do 52 estégio;
)

d) P, e A,, onde P, é o perimetro e A, é a drea do poligono do

n-ésimo estagio.
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(Justifique sua resposta.)

SOLUGAO. a) Observamos que no estigio 1, cada lado do quadrado
original deu origem a 5 lados, assim, o poligono do estigio 1 tem 20
lados e cada lado mede %cm, logo o perimetro é 23—00m. b) Observamos
que a cada mudanga de estagio, cada lado do estdgio do poligono anterior
da origem a 5 lados, e o comprimento do lado é dividido por 3, assim
temos o seguinte:

estagio | 0 1 2 3 4 5 n
n°delados |4 | 4-54-52[4.55 4.5 [4.5°| ... [4.5"

T T T T
32 3% 35 37n

o |-
%)
w"“

comprimento | 1

_45% _ 40535
Logo, o Ps = %55~ = 4(35)°. . .
c¢) Observamos que a drea do poligono no estigio n, n > 1, é igual a
area do poligono no estégio n—1 acrescida da drea de 4 x 5"~ ! quadrados
de lado =. Assim, temos a seguinte seqiiéncia:

3’71/
Ag =1
4
A1:AO+§
1 4 4 5
A=A +4-5x — =144+ -.°2
2 1+ 5><34 +9+9 9
1 4 4 5 4 [5\°
= 2 — —_— [ — —_— —
A;»,—Ag+45><36 l+5+5°5 %% <9>
1 4 4 5 4 [/5\° 4 [(5\°
Ay =Ax+4-53x — =14+ -+ .24 2. (2 2. (2
N LT ST NE (9) b (9)
1

Portanto,

4
A5:1+§

)0 O] )

d) Da tabela do item b), temos que P, = 4-5" - L =4-(3)" e, pelo
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item c), temos que

@@ @]

VII OMEG, 1998, nivel 1

4
Ap =1+
"9

12 QUESTAO. O aniversério de Joao caiu no 22 domingo de maio, dia em
que é comemorado o “Dia das Maes”. Joao perguntou a sua mae se esta
coincidéncia iria se repetir sempre. Sua mae respondeu que s6 quando
o “Dia das Maes” ocorrer o mais cedo possivel. Em que dia do més é o
aniversario de Joao?

(Justifique sua resposta.)

SoLugAo. Conforme o enunciado, a coincidéncia se repete apenas
quando o “Dia das Maes” for o mais cedo possivel. Ora, o 2° domingo de
maio vai acontecer o mais cedo possivel desde que o 12 domingo ocorra o
mais cedo possivel, isto é, se 1° de maio for domingo. Logo, o aniverséario
de Joao é dia 8 de maio.

22 QUESTAO.

Um colar se rompeu quando duas amigas brincavam
Uma fileira de pérolas escapou

A sexta parte ao solo caiu

Um terco, uma jovem salvou

A décima parte a outra jovem salvou

E com seis pérolas o colar ficou

Digam-me, quantas pérolas tinha a fileira que escapou?

(Justifique sua resposta.)
SOLUGAO. Seja x a quantidade de pérolas entao,
x— (x/6+x/3+x/10) =6,

onde z/6 caiu ao solo, /3 uma jovem salvou e z/10 a outra jovem
salvou.
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Disso concluimos que
(30z — bz — 10z — 32)/30 =6 ou 122/30=6 = x = 15.

Entao 15 é a quantidade de pérolas, excluindo as 6 que nao cairam chega-
se ao total de 9 pérolas na fileira que escapou.

Observagao: Pelo enunciado do problema conclui-se que o niimero de
pérolas é divisivel por 3, 6 e 10, entretanto a quantidade de pérolas do
colar, 15, nao é multiplo de 6 e 10.

32 QUESTAO. O cubo da figura abaixo foi montado com 8 cubinhos
iguais e cada aresta tem o comprimento de 2 arestas dos cubinhos como
mostra a figura. O volume do cubo é igual ao de 8 cubinhos. Quantos
cubinhos devemos acrescentar para formar um outro cubo de aresta igual
ao comprimento de 3 arestas dos cubinhos? E qual é o volume do cubo
final?

aresta

- 7/—:? A

aresta
e

A

aresta 7

(Justifique sua resposta.)

SOLUGAO. A aresta do cubo formado com 8 cubinhos tem medida
igual ao dobro da aresta dos cubinhos. Devemos formar um cubo onde
cada aresta mede 3 arestas dos cubinhos, como ilustra a figura 1(a)

QU

Fig. 1(a) Fig. 1(b)
Observe que para formar este cubo precisamos de 3 “camadas” de 9
cubos, como mostra a figura 1(b), logo o volume do novo cubo sdo 27
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cubinhos, como ja haviam 8 cubinhos, devemos acrescentar 19 cubinhos
para formar o novo cubo.

42 QUESTAO. Uma cavalo e um burro caminhavam juntos carregando
cada um, pesados sacos. Como o cavalo reclamava muito de sua carga,
respondeu-lhe o burro:

- De que te queixas? Se me desses um saco, minha carga seria o
dobro da tua. O cavalo pensou e parou de reclamar por achar que sua
carga era menor que a do burro. Mal sabia ele que as cargas eram iguais!
Quantos sacos cada um levava?

(Justifique sua resposta.)

SoLUGAO. Vamos chamar de B e C' o nimero de sacos levados pelo
burro e pelo cavalo respectivamente.

Quando o burro diz “... se me desses um saco ...”, o burro ficaria
com um saco a mais, B + 1, e o cavalo com um saco a menos, C' — 1. E
ainda, quando o burro diz que “... minha carga seria o dobro da sua...”,
a carga do burro, B 4 1 passaria a ser o dobro da carga do cavalo, C' — 1
ou seja, B4+1=2(C—1). Além disso foi dito que as cargas eram iguais,
isto é, B=C.

Disto conclui-se

2

B4+1=2(C-1)=C+1=2C—-20ul+2=2C-C=C=3.
Logo cada um deles levava 3 sacos.

52 QUESTAO. Escreva os niimeros de 2 a 40 com os seguintes critérios:

i) Na primeira linha escreva os fmpares em ordem crescente;

ii) Na segunda linha escreva os nimeros que sao obtidos multiplicando
os ntmeros da 12 linha por 2 = 2! e em ordem crescente.

iii) Na terceira linha escreva os nimeros que sdo obtidos multiplicando
os ntmeros da 22 linha por 4 = 22 e em ordem crescente.

iv) Continue até ndo encontrar mais niimeros que possam ser obtidos
desta forma;

v) Finalmente na dltima linha escreva os niimeros ausentes em ordem
decrescente.
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(Justifique sua resposta.)

SOLUGAO. Fazendo o que se pede: Na linha 1 colocamos os nimeros
impares:

357911131517 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39.

Na linha 2 colocamos os nimeros da linha 1 multiplicados por 2,
tomando o cuidado de nao ultrapassar 40: 6 10 14 18 22 26 30 34 38.

Na linha 3 colocamos os nimeros da linha 2 multiplicados por 4,
tomando o cuidado de nao ultrapassar 40: 24, 40.

Na linha 4 deveriamos colocar os numeros da linha 3 multiplicados
por 8, mas estes ultrapassam 40, logo nao temos mais nimeros para
colocar.

Finalmente na tltima linha vamos colocar os que sobraram em ordem
decrescente: 36 32 28 20 16 12 12 8 4 2.

Resumindo:

Linha 1-3579 1113 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39.

Linha 2 - 6 10 14 18 22 26 30 34 38.

Linha 3 - 24, 40.

Linha 4 - 36 32 28 20 16 12 12 8 4 2.

Comentario.

Por uma falha na montagem da versao final da prova, a questao foi
publicada com enunciado incorreto. No enunciado correto, o item iii
seria o seguinte:

iii. Na terceira linha escreva os ntiimeros que sao obtidos multiplican-
do os nimeros da 1. linha por 4 = 22 e em ordem crescente;

62 QUESTAO. a) Disponha os nimeros de FON
1 a 4 no circulo de modo que 3 vizinhos consec- O O
utivos nunca formem uma seqiiéncia crescente \O/
ou decrescente.
b) Mostre que para os ntmeros 1, 2, 3, 4 e 5, /O\
qualquer disposi¢ao no circulo, fard com que 3
vizinhos consecutivos estejam em ordem cres- \ /
cente ou decrescente. O\_/Q

(Justifique sua resposta.)
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SOLUGAO. a) Uma vez fixada a posigdo do ntmero 1, para obter a
solucao desejada, basta que nao se tome como seu vizinho consecutivo o
nimero 2.

b) Suponha que se possa dispor os nimeros {1,2,...,n} num circulo de
forma que 3 vizinhos consecutivos nunca formem uma seqiiéncia cres-
cente ou decrescente. Entao a diferenca entre dois consecutivos sera
alternadamente positiva e negativa. Partindo de qualquer posicao, no
sentido anti-horario, se a primeira diferenca for positiva a tdltima ser
negativa, pois apés a ultima vird novamente a primeira. Logo essas
diferencas e também o numero n devera ser par. Portanto se n é impar,
em particular se n = 5, qualquer disposicao dos ntimeros {1,2,...,n} no
circulo terd trés vizinhos consecutivos na ordem crescente ou decrescente.

Para n par é sempre possivel dispor os numeros satisfazendo a pro-
priedade. Por exemplo coloque os ndmeros {1,2,..,n/2} no sentido
anti-horario, saltando uma posicao. Em seguida recomece colocando
os numeros {n/2+ 1,n/2 + 2,...,n} nas posi¢oes restantes.

VII OMEG, 1998, nivel 2

12 QUESTAO. Uma cavalo e um burro caminhavam juntos carregando
cada um, pesados sacos. Como o cavalo reclamava muito de sua carga,
respondeu-lhe o burro:

- De que te queixas? Se me desses um saco, minha carga seria o
dobro da tua. O cavalo pensou e parou de reclamar por achar que sua
carga era menor que a do burro. Mal sabia ele que as cargas eram iguais!
Quantos sacos cada um levava?

(Justifique sua resposta.)

SoLUCAO. Ver solucdo da 42 Questao da VII OMEG, nivel 1.

22 QUESTAO. Arquimedes (287 a.C.) tri-seccionava um angulo arbi-
trario DOE de medida 0 usando a figua abaixo. Prove que a medida do
angulo DAE é 8.
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c¢: circunferéncia de raio r. Dado: BA = OF =r.
(Justifique sua resposta.)

SoLUGAO. Ver 12 Questao do Nivel 3.

32 QUESTAO. Qual é o maior valor de 19n — 3n?, onde n € Z?
(Justifique sua resposta.)

SOLUCAO. Vamos chamar de a, = 19n — 3n2, para todo n € Z.
Observe que a,+1 = 19(n + 1) — 3(n + 1)? = 19n — 3n? — 6n + 16, e
entdo a diferenca entre dois termos consecutivos a,y1 — a, € igual a
—6n + 16. Logo a,4+1 > a, se e somente se n satifaz —6n + 16 > 0.
Como n ¢ inteiro, esta equagao é satisfeita para todo n < 2. Portanto
a sequéncia é crescente até o termo as e decresce a partir desse termo,
isto é ...,a_1 <apg <ay; <ap <azeaz>ag>as> ... O maior valor é
as =19 x 3—3 x 32 =30.

42 QUESTAO. Um quadrado mégico multiplicativo tem a propriedade
de que os produtos dos nimeros nas linhas, nas colunas e nas diagonais
sao iguais, como mostramos abaixo:

5 1100l 2 5 x 100 x 2 = 1000 (12 linha)
411025 5 x 10 x 20 = 1000 (diagonal)

100 x 10 x 1 = 1000 (22 coluna)
50 1 |20

Complete o quadrado magico, Fig.1, com ntmeros positivos.

18 24
16

36
Fig. 1

(Justifique sua resposta.)

SoLu¢A0. Completando o quadrado com ndmeros a , b, ¢, d ¢ e,
como na Fig. 2, teremos

18 X 24 x a = 36 X a x b. Como a # 0 entao b = 12. Usando este
valor de b entdo temos 16 x 12 x ¢ = 24 X ¢ X e e novamente como ¢ # 0
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18 a | 24 184 | 24
16/ b | ¢ 16| 12 9
d|36 e 6|36 8
Fig. 2 Fig. 3

entao e = 8. Novamente, utilizando esses valores ji determinados temos
a equacao 18 x a x 24 = 18 x b x e = 18 x 12 x 8, de onde obtemos
a = 4. De modo analogo pode-se determinar os valoresc=9ed =6. O
quadrado sera como na Fig. 3.

52 QUESTAO. a) Nas figuras 1 e 2, abaixo, construidas com palitos
de fésforo, determine F', o nimero de triangulos formados com 3 palitos,
L, o numero de lados (palitos) e V, o nimero de vértices (encontro de

dois ou mais lados). b) Sendo V' o nidmero de vértices, F' o nimero de
Fig.1 Fig.2

faces e L o niimero de arestas, calcule V — L + F para o Cubo, Tetraedro
e o Octaedro, ver figuras abaixo.

AN

(N N

N\ /’%\\\

PN / {
/ N
‘—\*\ \ \}1//

Cubo Tetraedro  Octaedro
(Justifique sua resposta.)

SOLUGAO.
a) Na figura 1, temos: F'=10, L =21e V = 12.
Na figura 2, temos: FF =12, L =24eV =13.
b) Como F =6, L =12,V =8 para o cubo, F =4, L =6, V = 4 para
o tetraedro e F' =8, L = 12, V = 6 para o octaedro. Temos que

V-L+F=2,



Olimpiada de Matematica do Estado de Goids 78

nos trés casos.

62 QUESTAO. A férmula

Vp(p—a)(p—b)(p — o),

onde p = %(a + b+ ¢) é o semiperimetro, fornece a drea de um tridngulo
de lados a, b e c.

1) Esboce trés triangulos com perimetro 9 sendo um deles equildtero.
1) Qual dos tridngulos do item ¢. tem maior drea?

1i1) Dé exemplo de um triangulo cuja drea é numericamente igual ao seu
perimetro.

1w) Dé exemplo de um tridngulo com lados inteiros e drea igual ao seu
perimetro.

(Justifique sua resposta.)

SOLUGAO. i) O tridngulo equildtero de lado igual a 3. Podemos dar
exemplo de um tridngulo isdsceles e um escaleno, deste modo temos:

4/ \4 N
?/ 3 3/// \\ 9
// \ /// \\\
3 1 4
ii) Na férmula dada p = 3 e

1) No triangulo equildtero temos a = b = ¢ = 3.

99 .. 3, 9
Valg =3 =ver=gvs

2) No triangulo isdsceles temos a =b=4ec=1

Ay = \/9(9 —ap@ o= Zﬁ.

=
I

3) No triangulo escaleno temos a=3,b=4ec=2

a=2 -9 -0 -2=3vi

2°2 2 2
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Comparando A, Ay e Az, temos:

Ay V2T A3 V1B

A V15T A2 VT

Entao A; > Az > As, e o equildtero é o triangulo de maior area.

i74) Vamos verificar se existe um tridngulo equildtero com drea nu-
mericamente igual ao perimetro. Se a é a medida dos lados do triangulo,
entdo p = %a, logo (2p)? = p(p — a)?. Esta equacdo implica que a rea
de um tridngulo equildtero de lado 4v/3 é numericamente igual ao seu
perimetro.

iv) Do item iii, vemos que ndo existe um triangulo equildtero com
lados inteiros, e com drea numericamente igual ao perimetro.

Vamos procurar um exemplo entre os tridngulos retangulos. Con-
siderando os tridngulos retangulos de catetos iguais a 3k e 4k e a hipo-
tenusa 5k, com k inteiro positivo, temos que

3k 44k +5k

k.
5 6

Logo, se A = (3k + 4k + 5k) = 12k, segue que k? = 4, e portanto o
triangulo retangulo de lados 6, 8, 10 é uma exemplo.

VII OMEG, 1998, nivel 3

12 QUESTAO. Arquimedes (287 a.C.) tri-seccionava um angulo arbitrdrio

D(?E de medida € usando a figua abaixo. Prove que a medida do angulo
DAFE é §.

D
AN

T 0
AN

c: circunferéncia de raio r. Dado: BA = OF =r.

(Justifique sua resposta.)
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SOLUGAO. Pela figura abaixo temos que os triangulos ABO e BOD
sdo isésceles pois AB = BO e BO = DO. Temos que as medidas dos
angulos DAF e AOB sio iguais a « e as medidas de OBD e de BDO
sao iguais a 3.

Observando que a soma dos angulos internos do triangulo ABO é ©
radianos, vemos que 3 = 2a. Do mesmo modo podemos concluir que
BOD = 7 — 4a. Portanto o + (7 — 4a) 4+ 6 = 7, de onde se conclui que
0 = 3a.

22 QUESTAO. Seja p > 5 primo.
a) Fatore p? — 3p + 2.

b) Mostre que p? + 2 é miiltiplo de 3.

(Justifique sua resposta.)

SOLUGAO. a) Para fatorar o polindémio p?—3p+2 vamos calcular suas
rafzes: p?—3p+2=0=p = loup = 2. Assim, p?—3p+2 = (p—1)(p—2).

b) Pelo item (a) temos que p? +2 = (p — 1)(p — 2) + 3p. Agora,
utilizando o algoritmo da divisao, temos que p = 3¢ + 7 onde g € N e
r =0, 1 ou 2. Como p nao é divisivel por 3, pois é primo e p > 5, os
valores de r sao iguais a 1 ou 2.

Logo p? +2=(3¢+r—1)(3¢g+r—2)+3p,ecomor =1our =2
entdo (3¢ +r — 1) ou (3¢ +r — 2) é igual a 3¢, o que implica que p? + 2
é multiplo de 3.

32 QUESTAO. Uma maneira de calcular o valor aproximada da raiz
quadrada de um ntmero ¢ > 0, conhecida desde a época dos babilonios,
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é calcular os termos da seqiiéncia

1 c
An4+1 = §(an + 7)

n

para algum valor inicial a;.

a) Calcule os quatro primeiros termos desta seqiiéncia comegando com
ai=1lec=2.

b) Mostre que a seqiiéncia a,, é decrescente a partir de as, isto é,
ag > asz > ... > Ap > Apt1 > ...

independente do valor inicial a; e do nimero ¢ > 0.

(Justifique sua resposta.)
~ _ _ _1 2y _ 3
SOLUGAO. a) Fazendo a1 =1 e ¢ = 2, temos que az = 3(a1 + 2-) = 5
eaz =313+ 3) =1 eas = (3 + 2) = 2T Assim os 4 primeiros
2
termos da seqiiéncia sao:

a1 =1 a—§ a—E a—5—77
1— 4 2 — ) 3_12 4_408

2
~ e A . 2

b) Obtemos da expressao que define a seqiiéncia que a;, — 2a,a,4+1 +

¢ = 0, e adicionando aos dois membros dessa expressao a parcela a2 ;,
concluimos que (a, — an41)* + ¢ = aZ,,. Esta expressao implica que
aZ,, > ¢, para todo n > 1, ou equivalentemente, a2 > ¢, para todo
n > 2. Entdo a, # 0, podemos dividir os dois membros da expressao
que define a seqiiéncia por a,, obtendo “+ = %(1 + 25), paran > 2.

n n

An+1

n

Como a% > 2, entao

> 1 para todo n > 2, isto é a1 < a, para
todo n > 2. Se a? = ¢, todos os térmos sdo iguais, e se a? # c entdo as
desigualdades acima sao estritas.

42 QUESTAO. Seja uma fungdo, f : N — N, onde f(n+1)—f(n) =n
e f(0)=0.

a) Determine f(1), f(2), f(3) e f(4);
b) Ache f(n) em funcdo de n apenas e calcule f(1998).
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(Justifique sua resposta.)
SoLUgAO. a) Fazendo n =0 temos f(0+1) — f(0) =0= f(1) =
n=1temos f(1+1)— f(1)=1= f(2)
n=2temos f(2+1)— f(2) = 2:>f(3)

n =3 temos f(3+1) — f(3) f(4) =

1;
3;
6.

Observe que:

f0+1) = f(0)=0
fA+1)—r1) =1
f2+1)—-f(2)=2
fB+1)—f(3)=3
fA+1) - f(4) =4

A primeira parcela de cada uma das equacdes acima cancela com a se-
gunda parcela da equacao seguinte. Somando cada uma destas equagoes
obtemos:

(n—1)n

F) = fO) =0+ 1424344+ .+ (n—1) = f(n) =

Logo, f(1998) = 19971998 — 1995003.

52 QUESTAO. As paralelas r e s abaixo representam as margens de
um rio e os pontos A e B representam cidades em lados opostos desse
rio. Deseja-se construir uma ponte PQ A.
(Pe r e Q€ s) perpendicular as mar-

gens do rio de forma que construindo as !
estradas AP e BQ o percurso total de A

até B seja minimo. Em que pontos das S
margens devemos fixar as extremidades o B

da ponte?

(Justifique sua resposta.)
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SOLUGAO. Sejam:

d, a distancia de A a margem r; A'\

dp a distancia de B a margem s; da\

r, a distancia de R a P; | P r

7 a distancia de S a Q; Ta

ed=r,+ 1. Q e Q
S T db S

B
Observamos que o comprimento do percurso é igual ao comprimento
da poligonal APQ'B (ver figura), onde PQ’ é paralelo a QB, e Q'B é
igual & largura do rio. Entao o percurso seréd minimo se AQ’ for minimo,
mas isso ocorrerd se P estiver alinhado com AQ’. Logo os angulos APR
e SQB devem ser iguais. Seja a este angulo. Temos,
do  dy da dp ddy,

tOz:— > — = — =7, = .
g Ta T Ta d—r, C T d, 4+ dy

62 QUESTAO. Considere a fun¢ao f(z) = 1 — |2z — 1|, onde |z|
representa o valor absoluto de z, isto é, || = x se x > 0 e || = —x se
z <0.

i) Esboce o gréfico de f no intervalo [0, 1].
i1) Esboce o gréfico da funcao g(z) = f(f(x)).

1ii) Resolva as equagoes g(z) =z e f(z) = .

(Justifique sua resposta.)

SorLugAo. i) Como f(z) = 1 — |22 — 1| no intervalo [0, 1], vamos
considerar os sub intervalos:

a) 0<z<i=20-1<0=flz)=1+(2z—-1)=2ze

b)i<z<1=2r-1>0= f(z)=1-(22-1)=—2z+2.

1) Como g(z) = f(f(x)) = 1 — |2f(z) — 1|, vamos considerar os
subintervalos:
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a)OS:ES%éOSf(z)S%ég(z)zl—(llx—l):élw.

b)1<z<2=1<f(x)<lgle)=1-(4o—1)=—dz+2.

)2<z<3=21<fla)<1=g(x)=1-[2(—22+2)—1] = 4z—2.

d)3<e<1=20< flo)<5=g9@) =1+2-22+2)-1] =
4(1 — x).

Vejam os graficos de f(z) e g(x), nas figuras a seguir.

A
Y f(x) Y g(x)
1 1
1
1 =
2|7 2
/
1 1 3 ?C 1 1 3 a"
721! 721!

iii) Ao resolver a equagdo, observamos que os gréficos de y = f(x) e
y = x se interceptam em 2 pontos, como mostra a figura, a seguir.

Resolvendo a equagao y = f(x) temos:

paraOSxSitemosquef(w):2x:x:>a:20;

para i <z <1temos que f(r)=—-2x+2=x=2= %
Logo os pontos de intersegao sao: (0,0) e (2, 2).

Ao resolver a equacao g(x) = x, observamos que os graficos de y =
g(x) e y = x se interceptam em 4 pontos, como mostra a figura abaixo.

P L I
L1y 1A
| /) 1
2 2
//
Y/ \
11 3 x 11 3 £
131l 121l
Resolvendo a equagao:
para 0 <z < %temosqueg(x):4x:x:>x=0;
para%ﬁxﬁ 2 temos que g(z) = —dz+ 2=z =z = Z;
paraggxg Ztemosqueg(x):4x—2:x¢m:%4e
para 3 <z <1 temos que g(z) =4(1 —z) =2 =z = %.

)
Logo os pontos de intersecao sdo (0,0); (2,2),(3,2) e (3, 2).
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Problemas Propostos

Nesta secao propomos alguns problemas de niveis 1, 2 e 3 cujas
solucoes serao publicadas no préximo nimero. Contamos com a sua con-
tribuicao com solugoes e sugestoes de problemas para o proximo numero.

Nivel 1

1. O sdlido ao lado é um octaedro regular.
Ele é formado por duas piramides de
base quadrada unidas pelas suas bases.
Qual das seguintes figuras representa o
tetraedro regular planificado?

2. Qual é o menor nimero primo que é um fator da soma

19992902 4 20012902,
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Nivel 2

1. Dois retangulos idénticos ABCD e EFGH, ®
de dimensodes 24 x 12, sao sobrepostos de tal
maneira que F' coincide com A e H com C,
como mostra a figura ao lado. Achar a area
da regiao pontilhada.

AF

*x0%

—x5; contém os 9 digitos 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8 e 9 e é igual
Encontre, se possivel, os digitos apropriados.

2. A fragao
a

1
L
Nivel 3

1. No paralelogramo ABCD, E e F sao pontos médios dos lados CD
e AD respectivamente. G é ponto de intersecio de AE e BF. Expresse
a razao entre as areas do triangulo EF'G e o triangulo BC'E, usando a
menor possibilidade destes ntimeros.

2. Seja f um polindémio com coeficientes inteiros e f(0) = 2001 e
f(1) = 2003. Prove que f nao tem raizes inteiras.

3. Seja f: R — R uma fungao satisfazendo

F@®+ f(y) =y + f(2)*. (1.6)
) Mostre que f ¢ injetora;
) mostre que f(0) = 0;
c¢) mostre que f(2?) = f(x)?;
) mostre que f(z+y) = f(z) + f(y) parax > 0ey e R.
) Encontre todas as fungoes f : R — R que satisfazem .

Solucoes dos Problemas Propostos na Revista 02

Nivel 1

1.  Adicione aos digitos 523... mais trés digitos de tal forma que o
numero resultante com seis digitos seja divisivel por 7,8 e 9.
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SOLUGAO. O ndmero n = 523___ é multiplo de 504 = mmc(7,8,9)
e 523000 < n < 524000. Se n = 504k, k € N, entao 523000 < 504k <
524000. Dai, k£ = 1038 ou k = 1039. Logo, n = 504 x 1038 = 523152 ou
n = 504 x 1039 = 523656.

Obs.: Uma solucgao parcial foi enviada por Patrick Donizetti R. Silva,
Catalao - Goias.

Nivel 2

1. Em uma ilha existem trés tribos de nativos que fisicamente nao
tem nenhuma diferenca, mas os “Limées” sempre dizem a verdade, os
“Rochas” sempre mentem, e os “Laranjas” dizem alternadamente uma
verdade e uma mentira, sé que nao se sabe por qual comecam. Depois de
presenciar uma corrida atlética com trés participantes, dois nativos, cada
um dos quais afirmava que o outro era Laranja, informavam a imprensa
como segue: Nativo 1: o ganhador foi o n® 344, o segundo o n2 129, e o
terceiro o n® 210. Nativo 2: o ganhador foi o n? 210, o segundo o n® 344,
e o terceiro é o n® 129. Qual era o niimero do ganhador?

SoLugAo. O quadro abaixo mostra as possiveis origens dos dois
nativos.

[ Nativos\casos | a | b [c [ d [ e[ f]lg[h]i]
1 Li | Li |Li|La| La | La| Ro | Ro | Ro
2 La|Ro|Li|La| Ro| Li | La | Ro| Li

Onde Li=Limao, La=Laranja e Ro=Rocha.

No caso a, observe que o nativo 2 comeca mentindo sobre a origem do
nativo 1, logo diz a verdade sobre o ganhador da corrida (n2 210), mas o
nativo 1, que s6 diz verdade, diz que o ganhador é outro (n® 344). Assim,
os nativos 1 e 2 nao sao Limao e Laranja, respectivamente. De maneira
analoga o caso f nao é possivel. Os casos b, ¢ e ¢ nao sao possiveis pois
o nativo Limao sé diz verdade. Os casos e e g ndo sdo possiveis, pois o
nativo Rocha sé diz mentira.

Analisando os casos d e h vemos que apenas o caso h é possivel. Logo
os nativos 1 e 2 sao Rochas e como s6 dizem mentiras, o ganhador é o
n? 129.
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Nivel 3

1. Em cada casinha de um tabuleiro n x n hd uma lampada. Ao ser
tocada uma lampada muda seu estado e todas as lampadas situadas na
mesma fila e na mesma coluna que ela determina (as lampadas que estao
acesas se apagam e as que estdo apagadas se acendem). Inicialmente to-
das as lampadas estao apagadas. Demonstrar que sempre é possivel, com
uma sucessao adequada de toques, que todas as lampadas do tabuleiro
fiquem acesas, e encontrar em funcao de n, o nimero minimo de toques
para que se acendam todas as lampadas.

SoLugAo. Cada lampada deve trocar de estado (apagada/acesa) um
nimero {mpar de vezes, para que mude o estado inicial (apagada). Se
todas as lampadas sao tocadas, cada uma ¢é tocada 2n — 1 vezes. Logo
muda seu estado original e termina acesa. Assim o nimero méximo de
toques é n?. Se o nimero de toques é menor que n existird uma linha
, i, e uma coluna j, em que a lampada nao mudou seu estado inicial.
Logo n < f(n) < n?. Vamos analisar separadamente os casos n par e n
impar.

> Se n é impar.

Ao serem tocadas as n lampadas da coluna (i,1) todas as lampadas
mudardo seu estado inicial. Logo f(n) = n.

> Se n é par.

Consideremos uma seqiiéncia de toques. Diremos que a i-ésima linha
é par se a quantidade de lampadas tocadas desta linha é par, e diremos
que é impar se a quantidade de lampadas tocadas é impar, de maneira
analoga definimos coluna par e impar. Logo uma lampada que esta na
posigao (i, ) ficard acesa se:

- A linha i e a coluna j tiverem a mesma paridade e a lampada (i, j)
foi tocada, ou

- A linha i e a coluna j tiverem paridade distintas e a lampada (%, )
nao foi tocada.

Portanto para que todas as lampadas fiquem acesas, uma lampada
deve ser tocada se e somente se sua linha e sua coluna tiverem a mesma
paridade.

Se todas as colunas forem impares, todas as lampadas de qualquer
linha impar deverao ser tocadas; mas isto é um absurdo pois a linha seria
par.
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Se existe uma coluna impar, digamos a coluna jj, existird uma quan-
tidade impar de linhas tais que a lampada (i, jo) fol tocada; mas estas
sao todas as linhas impares do tabuleiro. Portanto deve haver uma quan-
tidade impar destas linhas impares.

Como nem todas as colunas sao impares, um argumento analogo
aplicado a uma coluna par mostra que deve haver uma quantidade par
destas linhas pares. Mas isto é um absurdo, pois o niimero total de linhas
deveria ser impar . Todas as colunas, e andlogamente todas as linhas
devem se pares e logo todas as lampadas devem ser tocadas. Portanto

f(n) =n?
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¥

Propriedades Extremais em Geometria
Plana

Ronaldo A. Garcia e Helvecio P. de Castro

Resumo. S&o apresentados alguns problemas e resultados sobre
quadrildteros e poligonos. Serd mostrado que um poligono con-
vexo com lados fixados delimita uma regidao de drea méaxima se, e
somente se, estd inscrito num circulo. Para os quadrilateros sao
obtidos, explicitamente em func¢do dos comprimentos dos lados, a
area e o raio do circulo.

Introducao

Nesta nota apresentamos alguns problemas de geometria plana e temos
como objetivo a reflexao sobre alguns problemas cldssicos. Os problemas
geométricos extremais tém uma longa tradigdo no desenvolvimento da
matematica. Um dos mais populares refere-se ao problema isoperimétri-
co para curvas planas.

Problema Isoperimétrico: Dentre uma classe de curvas planas,
fechadas e simples, de comprimento fixado, encontrar a que delimita
uma regiao de drea maxima.

A solucdo do problema isoperimétrico, para a classe das curvas de
Jordan regulares, é o circulo e a mesma nao é elementar. As idéias
fundamentais usadas na solugao baseiam-se na convexidade e na simetria,
veja [B] e [7]. Na sua generalidade a desigualdade isoperimétrica afirma
que 47 A(c) < L(c)?, onde A(c) é drea da regiao delimitada pela curva ¢
e L(c¢) o seu comprimento, veja [5]. A igualdade ocorre se, e somente se,
¢ é o circulo de raio r > 0.

A seguir consideramos a seguinte versao restrita deste problema para
a classe dos quadrilateros.
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Problema 1. Dentre todos os quadrilateros (poligonos) de lados fixados
encontrar aquele que delimita a regiao de maior area.

Problema 2. Dadas as medidas de trés lados de um quadrilatero, de-
terminar a medida do quarto lado para que a area da regiao delimitada
pelo mesmo seja maxima.

Inicialmente recordamos alguns resultados sobre as relagoes métricas

do tridngulo.
LEI DOS SENOS

sena  senf3  seny 1
a b ¢ 2R
onde R é o raio do circulo cincunscrito ao triangulo de vértices A, B e
C elados a, b e c.

LEI DOS COSSENOS

a?> = b + 2 — 2bccosa

Figura 1.1: Relagbes métricas do triangulo.

AREA DE UM TRIANGULO

b
S = %sen’y: gsenaz %Senﬁ

Uma razdo da importancia do triangulo é o fato do mesmo ser um dos
elementos geométricos mais simples. Se queremos entender os poligonos
se faz necessario, inicialmente, conhecermos as propriedades métricas dos
triangulos.
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Uma propriedade fundamental do triangulo é a sua rigidez, isto é,
trés segmentos limitados, com comprimento do maior deles menor que a
soma dos comprimentos dos dois menores, definem um unico triangulo, a
menos de sua posicao. Através dos movimentos de rotagao e translagao
podemos sobrepor dois triangulos que tenham as mesmas medidas de
lados.

Os poligonos com numero de lados maior ou igual a quatro nao
sao rigidos. No caso dos quadrilateros claramente temos um grau de
liberdade (um &ngulo ou equivalentemente o comprimento de uma das
diagonais) para construir varios quadrildteros nao congruentes e todos
possuindo as mesmas medidas de lados.

Propriedades dos Quadrilateros

Esta se¢do é baseada no livro “Redécouvrons la Géométrie” dos autores
H. S. M. Cozxeter e S. L. Greitzer, [3]. Veja também [2], [5] e []].

Teorema 1. Dado um quadrildtero com vértices A, B, C e D. Con-
sidere o quadrilidgtero construido com os pontos médios em cada la-
do. Entao este quadrildtero tem lados opostos congruentes e paralelos,
ou seja, € um paralelogramo. Além disso, a drea da regidgo delimita-

da pelo mesmo é a metade da drea da regiao delimitada pelo primeiro
quadrildtero. Veja a figura

S(ABCD) = 2S(PQRS) S(ABC) = 4S(APQ)

Figura 1.2: Quadrilateros e suas propriedades.

Demonstragao:
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Primeiro observamos que este resultado contempla todas as formas
possiveis de quadrilateros. No caso do quadrilatero nao delimitar uma
regiao convexa devemos considerar a nogao de area com sinal. Para
simplificar a apresentagao consideraremos o caso convexo. Lembramos
que para um tridngulo com vértices A, B e C' o segmento conectando os
pontos médios P e @ de dois lados é paralelo ao outro lado e tem por
comprimento a metade deste e portanto a drea S(ABC) = 45(APQ).
Logo, no quadrilatero no PQR.S os lados PQ e RS sao paralelos e tem
medidas iguais a AC/2. O mesmo para os lados PS e QR que tem
medidas iguais a BD/2.

Decompondo o quadrilatero temos:

S(PQRS) =S(ABCD) — S(PBQ) — S(RDS) — S(QCR) — S(SAP)
=S(ABCD) — iS(ABC) - iS(C’DA) - iS(BCD)—
- iS(DAB)
=S(ABCD) — ES(ABCD) - iS(ABC’D)
:%S(ABCD). 0
Teorema 2. Quatro segmentos quaisquer com a condi¢do que o com-
primento de cada um deles seja menor que a soma dos outros trés seg-

mentos, sao lados de um quadrildtero inscrito num circulo. Em outras
palavras, todo quadrildtero pode ser deformado e inscrito num circulo.

abed adbe

Figura 1.3: Quadrilatero inscrito num circulo.
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Demonstragao: Tendo em vista um grau de liberdade que temos num
quadrildtero podemos aumentar e diminuir os angulos opostos e ajusta-
los de modo a serem suplementares (soma igual a 180 graus). Nesta
condicao o quadrilatero esta inscrito num circulo. Podemos inscrever o
quadrilatero de trés maneiras distintas considerando a posigao relativa
dos lados, mas todos delimitam regides que tém a mesma area. Veja a
figura 1.3. O

Teorema 3. A drea da regigo delimitada por um quadrildtero inscrito
num circulo € uma funcdo simétrica dos comprimentos dos lados. Mais
precisamente, definindo p = (a +b+ c+d)/2, a drea ao quadrado € a
funcdo polinomial simétrica:

S*=(p—a)p—b)p—c)p—d).

Demonstragao: Considere o quadrilatero cujos lados sao a, b, ce d. Se
ele estiver inscrito em um circulo, entao a4+ g = 180°.

Figura 1.4: Quadrilatero.

Decompondo o quadrildtero nos triangulos indicados na figura e u-
sando a féormula da area de um tridngulo temos

1 1 1
S = iadsenoz + 5bcsen(180" —a) = §(ad + be) sen .

Aplicando a lei dos cossenos aos angulos a e § temos:

a?+d? —b? —c?
2(ad + be)

Logo,
4(ad + bc)? — (a® + d? — b? — c2)?
16 '
Simplificando a expressdo acima em fungdo de p = (a + b+ ¢ + d)/2
obtemos a férmula de Héron de Alexandria (séc. Id. C.) enunciada. O

5% =




=
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Problemas Extremais de Quadrilateros e Poligonos

Nesta segao abordaremos as questoes propostas na introdugao.

Teorema 4. O quadrildtero de lados a, b, ¢ e d que delimita uma re-
gido de drea mdxima é um quadrildtero inscrito num circulo. O raio do
referido circulo € uma funcao simétrica dos lados e o seu quadrado €
uma fungdo algébrica (racional) dos lados.

Demonstragao: Considere o quadrilatero ABC'D e denotamos por a =
Ae f=C. Também escrevemos AB =a, BC =b, CD =ce DA =d.
A area S do quadrilatero é dada por

1 1
S = iadsena—i— §bcsenﬁ.

Como os angulos « e 3 estao relacionados pela equagao
a? 4+ d? — 2adcosa = b% + ¢ — 2be cos 3,

entao, S = F(«). Derivando implicitamente temos que,

1 1 d
F'(a) = §adcosa + §bccosﬂ£.

Como 2adsen o = 2bcsen ﬁ% segue que

F'(a) adsen(a + B(«)).

- 2sen 0

Assim, o ¢ um ponto critico se a + () = 180° (suplementares).
Calculando F”'(«) num ponto critico o obtemos

dp

edcos(a + B(a))(1 4+ @(a))

F// —
(a) 2sen a

1

Logo este ponto critico é de maximo local. Pela natureza do problema
o mesmo é de maximo global.
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Denotamos o comprimento da diagonal BD por x e por R o raio do
circulo circunscrito ao triangulo ABD. Pela leis dos senos e dos cossenos
temos,

z? =a® + d*® — 2ad cos a, r = 2Rsena,
a?+d?—c2—b?
cosq =
2(ad + bc)

Simplificando as equagdes acima, usando que S = 1 (ad + bc) sen o, obte-

mos
(be + ad)(ac + bd)(ab + cd)

2 _
"= 1652

Observagao 1. A drea de um quadrilatero ABCD é dado por

S% = (p—a)(p— b)(p — €)(p — d) — abedcos*( 2

)s

onde o e B sao angulos internos nao adjacentes do quadrildtero ABCD e
2p = a+b+c+d. A partir desta formula podemos dar uma demonstragdo
do Teorema[]] sem o uso do Cdlculo Diferencial.

Teorema 5. Dados trés segmentos de comprimentos a, b e ¢, o compri-
mento x tal que o quadrildtero de lados a, b, ¢ e x delimita uma regiao
de drea mdzxima, satisfaz a sequinte equagao polinomial

23— (a® + b* + ?)x — 2abc = 0.

Além disso, a inica solucao positiva desta equacdo pertence ao intervalo
aberto (va? + b2 + c2, %\/&2 + b2+ c2). Em particular, quando a =
b = c temos que x = 2a e portanto o quadrildtero é um trapézio.

Demonstragao: Consideremos o quadrilitero ABC'D e denotemos por
Oz:/leﬁ:é. Também escrevemos AB = a, BC =b, CD = c e
DA =1z.

Pelo teorema anterior um quadrilatero com lados fixados, que delimi-
ta uma regiao com area maxima, estd inscrito num circulo, logo

4(ax +bc)? — (a® + 2% — b2 — 2)?

2 _
5= 16
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Derivando a equagio acima em relagdo a e denotando —4(5?)’(x) por
P(z) temos,

P(z) = 2® — (a* + b* + *)z — 2abc = 0.
O discriminante da ctbica acima é dado por
A = Resultante(P, P, x) = —4(a® + b* + ¢*)% + 27(—2abc)?.

Lembramos que o resultante entre dois polinémios f(z) e g(z) é um
polinémio nos coeficientes de f(x) e g(x) obtido eliminando-se a varidvel
z no sistema de equagdes f(z) = g(x) = 0 e é um critério algébrico para
decidir quando dois polinémios tém raizes em comum.

Logo A < 0 pois,

(@)t < C 0+
i 3 .

O polinoémio P(x) possui trés rafzes reais que sao simples quando A < 0.
Agora, pela desigualdade acima, relacionando as médias aritméticas e
geométricas, observamos que A = 0 se, e somente se, a = b = c.
Da equacao
P'(z) = 32% — (a* + b* + ?)

temos que P’(z) = 0 se, e somente se,

o[ EEEEE

Logo como P(0) < 0, a equagao polinomial ciibica P(x) = 0 possui uma
Unica raiz positiva e duas negativas.
Se z ¢ a raiz positiva de P(z), entdao z[z? — (a® 4+ b% +c?)] = 2abc > 0,

logo © > v/a2 + b2 + c2. Resolvendo a equagio P(x) = P(—\/i i)

obtemos a cota superior para a raiz positiva de P(z). O

Observacao 2. Para dois lados dados o triangulo que delimita uma
regido de drea mdzxima € o triangulo retangulo cujos catetos sao os lados
considerados.
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Teorema 6. Considere os poligonos converos com n vértices e n lados
com medidas a1 < as < --- < a, en >4. Un desses poligonos delimita
uma regiao de drea mdrima, se e somente se, estd inscrito num circulo.

Demonstragao: Para n = 4 o teorema[4 nos garante que um quadrild-
tero delimita uma regiao de area maxima, se e somente se, esta inscrito
num circulo.

(=) Para n = 5 consideramos um poligono P que delimita uma re-
gido de drea maxima, digamos Ap. Dividimos a regido delimitada pelo
poligono P em um tridngulo T com vértices {vy,vs,v3} e drea Ar e
um quadrildtero Q com vértices {vs,vq,vs,v1} e drea Ag. Portanto,
Ap = Ar + Ag. Como Ap é méxima, segue que Ag ¢ maxima. Pelo
teorema [] o quadrildtero Q estd inscrito num circulo C; que contém
os vértices {vs, vy, v5,v1}. Repetindo o argumento chegamos também &
conclusao de que os vértices {vs,v3,v4,v5} estdo contidos num circulo
C,. Como {wv3,v4,v5} C C; NCy temos que C; = Cy, e portanto P estd
contido num circulo.

Aplicando o principio de indugao finita obtemos o resultado.

(«<) Para provar a reciproca basta verificar que um poligono convexo
com lados fixados pode ser inscrito em um tnico circulo. Deixamos os
detalhes para o leitor mostrar esta unicidade. O

Problema 3. Dados n — 1 segmentos com comprimentos a1 < as <
-+ < ap—1 determinar um poligono com n lados e n vértices, n > 5, com
medidas ay,as2, - ,a,_1,a, que delimita uma regiao de area méaxima.

Problema 4. Determinar o nimero de maneiras distintas que um poli-
gono de n lados ¢ inscritivel num circulo.

Observagao 3. Para uma leitura suplementar de geometria nao eucli-
diana sugerimos ao leitor obter as propriedades dos quadrildteros em
espagos de curvatura constante, isto é, na esfera unitdria (K = 1) e no
disco de Poincaré (K = —1).

Conclusao

Os problemas extremais geométricos sao de fundamental importancia
para o desenvolvimento e para o ensino da matematica.
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Nesta

nota usamos o principio da indugéo finita, veja [6], para obter

propriedades extremais e métricas dos poligonos. Também fizemos uso
das técnicas do célculo diferencial, veja [I], para analisar pontos criticos
de fungdes. Finalmente usamos a teoria de resultantes, veja [4], para

concluir s

obre a natureza das raizes dos polindémios de grau maior ou

igual a trés.
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A Caderneta de Geometridl

Jorge Sotomaymﬂ

Conto de inspiracao autobiogrdfica,
Dedicado a José Tola Pasquel|

Foi em 1957, quando comecei o quarto e pentiltimo ano do secundario,
que chegou ao nosso colégio o professor Juan Herrera. Vinha transferido
de outra unidade para ocupar uma posicao em tempo integral. A grande
maioria dos mestres ainda era horista.

O professor Herrera persuadiu os alunos de Geometria Plana a man-
terem em dia uma caderneta de bolso contendo todos os teoremas do
curso, demonstrados e ilustrados em cores. Esta devia ser levada per-
manentemente no bolso e ser lida e relida, nao sé nas horas de estudo
normal, mas, também, nas horas mortas: nas filas, nas viagens de 6nibus
e bondes, etc. O porte da preciosa caderneta poderia ser verificada pe-
lo professor Herrera nos encontros esporadicos com ele, dentro e fora
do Colégio. Em aula, a sua atualizagao, junto com o conhecimento da
matéria, era controlada em um ritual de periodicidade incerta.

1 Artigo publicado na Revista do Professor de Matematica [I]. Republicado na
Revista da Olimpiada com a autorizagao do autor.
2 Nota dos Editores da R.O.: Jorge Sotomayor graduou-se em Matemadtica

no Peru. Continuou seus estudos no IMPA onde obteve seu doutorado na drea
de Sistemas Dinamicos, em 1964. Entre 1969 e 1992 foi pesquisador do IMPA.
Atualmente é professor da Universidade de Sdo Paulo. E autor de vérios livros
e de dezenas de artigos cientificos e alguns de divulgagdo. Orientou numerosas
teses de doutorado e dissertacoes de mestrado.

E membro da Titular da Academia Brasileira de Ciéncias. Em 1996 foi
condecorado com a Gra Cruz do Mérito Cientifico.

3 José Tola Pasquel (1918-1997) distinto Matemdtico e Educador Peruano.
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Esta caderneta foi meu primeiro trabalho de compilacao em Mate-
maética. Diferia de meus garranchudos cadernos pelo esmero e atencao
que lhe devotei.

O professor Herrera imprimiu ao curso um dinamismo e um charme
sensacionais.Os gregos, Euclides, Thales, Arquimedes, entre outros, des-
filaram como numa peca de teatro. Conseguiu transmitir a mensagem de
que a Matematica podia servir de contato com a histéria do pensamento
humano e com o rigor dedutivo do raciocinio.

A Geometria capturou minha atengao e, pela primeira vez, estudei
um curso de Matematica por interesse e vontade de aprender. Até essa
data s6 concebia que os cursos desta especialidade deviam ser estudados
por obrigagao, até o ponto de adquirir suficiente destreza em artificios
técnicos e velocidade nos célculos, visando apenas conseguir a almejada
aprovagao.

Minha experiéncia tentando adquir essa técnica nos cursos de Arit-
mética (em 1954) e Algebra I (em 1955) havia sido traumética. No
curso de Aritmética, o engenheiro Robledo passou boa parte do tempo
demonstrando, em vertiginosa corrida contra si préprio, os critérios de
divisibilidade por 3, por 5, etc., extraindo longas raizes quadradas e
cubicas, além de macantes percentagens e juros compostos.

Definitivamente, aos 12 anos de idade, longe estava eu de estar pre-
parado para apreciar ou entender a prova de um teorema sobre divisibi-
lidade. Defendi-me como pude com os métodos de cdlculo. Acredito que
o engenheiro Robledo se sentia culpado pelo curso que dava. Aprovava
os que sabiam e também os outros.

Comecei o curso de Algebra desprovido da maturidade necessaria e
sem nenhuma motivagao. O profesor Huertas era rouco e fechadao; suas
aulas eram soporiferas. Mas, ao contrario do engenheiro Robledo, ele
nao sentia o menor remorso por causa disto. Reprovava mesmo.

L& pelo meio do curso, a julgar pelas minhas notas mensais, minha
mae percebeu que iria fracassar se algo nao fosse feito de imediato. Con-
vocou o professor Flores, que dava aulas particulares a outros garotos da
vizinhanga. Na primeira aula ele colocou num papel, com uma clareza
mediana e uma caligrafia belissima, “as regras basicas das operacoes em
expressoes algébricas”. Depois deu-me um livrinho de exercicios gradu-
ados para que eu fizesse os que pudesse. Enquanto isso, ele trabalhava
com outro aluno, pois os pegava aos pares, de niveis nao necessariamente
iguais. No final da aula ele falou para minha mae num tom de sentencga:
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“ Nao se preocupe, minha senhora, se estudar o rapaz aprendera”.

Nesta noite minha chorou de felicidade; agradeceu fervorosamente a
Santa Rosa de Lima e Frei Martin de Porres (depois promovido a Santo)
por nao terem permitido que ela gerasse um filho destinado ao fracasso
em Matematica e, portanto, um desvalido na vida.

De fato, ela queria que eu fizesse o exame vestibular para o Colégio
Militar “Leoncio Prado”, imortalizado nas letras universais por Vargas
Llosa em La Ciudad y los Perros. O momento era esse: pegavam 0s
garotos do segundo para o terceiro ano do secundario. Era necessario
ter notas boas para ser aceito para prestar o exame. FEra a porta de
entrada natural & Academia Militar, para uma profissao estdvel e bem
paga e, para alguém sem padrinhos fardados, uma nota baixa seria fatal.
Este era um negdécio muitissimo sério.

Com poucas aulas do professor Flores consegui equilibrar-me nas no-
tas de Algebra; ainda assim corria o perigo de ser reprovado por falta
de média. Meu pequeno mundo, porém, reservava-me oportunidades
de atalhos inesperados. O profesor Huertas lancava a cada ano e por
preco mdédico, com producgao independente, uma apostila impressa em
mimedgrafo com numerosos exercicios e generosos espagos em branco.
Os que quisessem melhorar a média deviam adquirir esta apostila e a-
presenta-la preenchida com as solugoes ...

Passei em Algebra. Mas, oh zebra! Fui reprovado em Zoologia. Na
prova oral final, confundi os “platelmintes”com os “nematelmintes”. O
vexame de ter que ir para a segunda época misturou-se, assim, a felici-
dade de ficar eliminado da inscrigdo no concurso de admissao ao Colégio
Militar e, sobretudo, salvo de chamuscar-me num iminente “batismo de
fogo”.

Minha mae resignou-se com uma rapidez que me surpreendeu. “Serd
a vontade dos santos”, falou.

A experiéncia com as expressoes algébricas e o dominio das regras
de operagao entre elas, adquiridos com o professor Flores, me serviram
para navegar, sem aplausos nem vaias, na Algebra II (sistemas de duas
e trés equacgoes lineaes, equagoes quadraticas, alguns graficos de funcoes
algébricas no plano coordenado...) que cursei no ano de 1956.

No ttimo ano do secundério, em 1958, havia eu sucumbido, & propa-
ganda subliminar oficial: “os técnicos e os cientistas tirarao nosso pais
do subdesenvolvimento”, dizia-se. Estava, assim, empolgado para seguir
alguma carreira técnica ou cientifica. Nao me sentia competéncia su-
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ficiente, entretanto, para disputar uma das cobicadas vagas da Escola
de Engenharia. As provas de Matematica e Fisica dos seus vestibulares
tinham a fama de serem longas e dificeis. Conhecia, na minha turma do
Colégio e no meu bairro, rapazes que iriam candidatar-se; eles, espertos
e velozes, deixariam o “papa-léguas” de lingua de fora numa disputa na
resolucao de problemas. Decidi candidatar-me a Medicina.

A partir do segundo semestre desse ano, comecei a freqlientar um
cursinho pré-vestibular na area de ciéncias em geral. Parte deste cursinho
consistia numa revisao aprimorada de todo o programa de Matematica
do secundério.

Com uma voz fanhosa, mas com clareza e elegancia impares, o pro-
fessor Almeza explicou os pontos centrais dos programas de Aritmética
e Algebra. Subitamente entendi as demonstrages dos teoremas de di-
visibilidade. O trauma que trazia do tempo do engenheiro Robledo se
dissipou, como por encanto. Como que atingido por um raio de luz,
tive a impressao de vislumbrar uma unidade secreta existente entre a
Aritmética, a Algebra e a Geometria (minha base de apoio). Decidi
estudar Matemadtica.

Nesta decisao, ajudou-me bastante uma série de palestras e atividades
pré-vocacionais organizadas no meu colégio para os alunos do iltimo ano.
E claro que ninguém falou maravilhas da Matematica. Apresentaram um
filme sobre a profissdo do médico. Aparecia, entre outras coisas, a cirur-
gia de um enorme tumor de cancer no pulmao causado pelo tabagismo.
Durante varias noites tive pesadelos horriveis nos quais eu manipulava,
sem descanso, visceras pretas de alcatrao de onde jorrava um sangue
purulento que me sujava todo, ensopando meu alvo avental.

Com a decisao de estudar Matematica afugentaram-se os pesadelos
cirtirgicos —depois de parar de fumar—.

O lugar certo para executar o quixotesco projeto de estudar Mate-
maética, soube no proprio cursinho, nao era a Escola de Engenharia mas
sim na de Ciéncias Fisicas Matematicas da Universidade de Sao Marcos.
Fiquei feliz ao ver-me livre da concorréncia dos craques na solugao de
problemas cabeludos que postulavam a Engenharia.

O cursinho terminou em dezembro. Varei noites em janeiro e fe-
vereiro, preparando-me para o vestibular. O programa era de extensao
formiddvel: Matemética, Ciéncias Bioldgicas (Zoologia incluida!), Fisica
e Quimica.

Durantes varias tardes de marco de 1959, compareci ao multicen-
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tendrio prédio do Parque Universitdrio, hoje convertido em museu, para
prestar as provas do vestibular.

Como um poderoso talisma, irradiando coragem e seguranga, palpi-
tava no meu bolso a Caderneta de Geometria.

No dia 25 daquele més, voltei ao campus para saber o resultado.
Tinha sido admitido! Voltei emocionado para casa com a noticia.

“Os santos nao se esqueceram do seu aniversério, filho”, falou minha
mae, abragando-me.
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Ordenacao dos Niumeros Complexos

Valdir Vimar da Silva

Qual nimero é maior, 4 + 3i ou 2 + 5¢?

Uma pergunta desta natureza foi feita a uma aluna numa prova final.
A aluna hesitou um pouco mas acabou por escolher um dos ntimeros,
apontando-o como sendo o maior. O professor olhou para a aluna, ba-
langou a cabeca em sinal de discordancia mas antes de fazer qualquer
comentario foi interpelado por um aluno que ja havia feito a prova, sido
reprovado, e, inconformado, permanecia na sala. Exclamou o tal aluno:

— esta pergunta eu sabia responder! O professor, dirigindo-se para o
aluno, disse:

— entao qual é a resposta correta?
— O outro nuimero, é claro!

Parecia mesmo claro, pois se nao era um dos nimeros sé poderia ser
o outro. Mas, para espanto do aluno, o professor disse que sua resposta
também estava errada e completou dizendo:

— o conjunto dos niimeros complexos nao pode ser ordenado.

O professor estava certo?

Para analise desta questao, primeiro é preciso saber o que significa
ordenar os elementos de um conjunto. Intuitivamente, significa coloca-
los numa fila, como a indicada na figura Nesta fila, construida no
sentido indicado pela seta, dizemos que o elemento x precede o elemento
Yy se T = y ou se, a0 percorrermos a curva no sentido da seta, passamos
por x antes de passarmos por y. Observe que, dado um conjunto A, para
obtermos o que ordinariamente entendemos por fila, a curva ao longo da
qual ela é formada deve satisfazer as condigoes:
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(a) (b)

Figura 1.1: (a) conjunto A, (b) uma ordenacao de A.

1) Né&o interceptar a si mesma (para que um elemento nao possa ser
considerado na fila mais de uma vez). Para isto é necessério que
se x precede y, entao y nao precede x, a nao ser que r = y.

2) Nao mudar de sentido. Isto significa que, se = precede y e y precede
z, entao x precede z.

3) Ser conexa (constituida de um tnico pedago). Assim, se x e y sdo
dois elementos de A, entao x precede y ou y precede .

As condigbes anteriores podem ser convenientemente tratadas utili-
zando-se pares ordenados. Simplesmente associamos aos elementos x e
y da fila, onde x precede y, o par (z,y). Assim, uma fila de elementos de
A pode ser descrita como um conjunto de pares ordenados (x,y), onde
x e y pertencem a A. Dal, a definicao.

Definicao 1. Uma relagio de ordem em um conjunto A (ou uma orde-
nagdo de A) € um subconjunto R, de A x A, cujos elementos satisfazem
as sequintes condigoes:

1) para todo x € A, (z,x) € R;

2) (v,y) e Re(y,z) ER=>z=1y;

3) (z,y) € Re(y,z) € R= (z,2) € R;

4) para todo x,y € A, (z,y) € R ou (y,z) € R.

Exemplo 1. Seja A o conjunto cujos elementos estao representados
pelos pontos da parte (a) da figura[L.2]
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Figura 1.2: Relagoes de ordem em A.

Os elementos de A podem ser colocados em fila de varias maneiras.
Trés delas estdo indicadas nas partes (b), (¢) e (d). A cada uma destas
filas corresponde uma relagdo de ordem. A correspondente & parte (b),
por exemplo, é:

{(1’ 1)’ (27 2)7 (373>7 (474)’ (17 2)7 (173)’ (174)7 (2’ 3)’ (274)’ (3’4)}

Exemplo 2. A relacdo R = {(a+bi,c+di):a<coua=ceb<d}
definida no conjunto C dos nimeros complexos, é uma relagao de ordem,
pois satisfaz todas as condigoes da definicao anterior, como pode ser
verificado. R é denominada relagdo de ordem lexicografica. A fila
associada a R pode ser imaginada interpretando-se os niimeros comple-
xo0s como pontos do plano cartesiano. O nimero complexo z; = a + bi
precede o niimero complexo zo = ¢ + di se ambos estiverem sobre a
mesma reta vertical, e z; abaixo de 29, ou se 21 estiver a esquerda de 29,
como indicado na ﬁgura E comum utilizar um sfmbolo como < para
indicar uma relagao de ordem qualquer. Neste caso, no lugar de escrever

(z,y) pertence a relagdo R.

escreve-se T < ¥y, que se 1é x precede y.

Voltando ao caso do professor, vemos, a partir do exemplo 2, que
sua explicagdo também nao era muito satisfatoria, pois os nimeros com-
plexos podem ser ordenados. Na verdade o professor quis dizer outra
coisa e para entendermos esta “outra coisa” vamos precisar de mais uma
defini¢ao.
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22

2 21 929

Figura 1.3: z; precede z;

Definigcao 2. Uma relagio de ordem < definida no conjunto C dos
numeros complexos é dita compativel com as operacdes de adigao e
multiplicacao de C se, para todo z1, z9, z3 € C, temos

a) z1 < 2o = 21+ 23 < 23 + 235
b) 0 <21 e0<29=0<2129.

No conjunto dos nimeros reais, a relagdo de ordem usual < (menor ou
igual), satisfaz as condi¢oes da Definigao [2] Para os nimeros complexos
vale o seguinte resultado:

Teorema 1. Nenhuma relagao de ordem definida em C é compativel
com as operagoes usuais de adi¢ao e multiplicagao definidas em C.

Demonstragdgo. Suponhamos que a relagao de ordem < seja com-
pativel com as operagoes de C. Entao,

0 < 22, para todo z € C.

De fato, pela condigdo 4) da Definicéo |1} qualquer que seja o ndmero
complexo z, temos
0<zouz=<0.

Se 0 < z, pela condigao b) da Definigao [2| obtemos
0.0 < 2.z 0u0 < 22
Se z < 0, usando a condigdo a) da Definigao 2 obtemos

z4+(—2) <0+ (—z) ou 0 < —=z.
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Dai, usando novamente a condigdo b), temos
0.0 < (—2).(—2) ou 0 < 2°.
Assim, 0 < 22, qualquer que seja o niimero complexo z. Em particular,
0<(1+0i)*e0=<(0+i)?oul0=<1le0=<—1.
Mas, usando a condigdo a), de 0 < —1, obtemos
0+1<-1+4+1, 0ul=<0.

Logo, 1 < 0 e 0 < 1 o que contraria a condi¢ao 2) da Definigao [I} Esta
contradigdo prova que nenhuma relagdo de ordem definida em C pode
ser compativel com as operagoes de adigao e multiplicacao. O

O conjunto C, munido das operacoes de adigdo e multiplicacao, é
chamado corpo dos nimeros complexos. Um corpo é dito ordenado quan-
do as operagoes e a relagao de ordem nele definidas sao compativeis, ver
[2] para mais detalhes.

Conclusao, o que foi demonstrado é que o conjunto dos numeros
complexos pode ser ordenado mas o corpo dos niimeros complexos nao.
Portanto, para se obter a “outra coisa”, ver pagina que o professor
quis dizer é s trocar no que ele disse a palavra conjunto por corpo.
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Equacoes Diofantinas Lineares

Edméia Fernandes da Silva

Introducao

Diofanto provavelmente viveu por volta de 250 d.C, em Alexandria. Uma
de suas obras mais importante e original é Arithmetica, uma colegao
de treze livros, dos quais restam apenas seis, com cerca de 150 proble-
mas, para cuja resolugao Diofanto usa métodos algébricos, o que o muito
diferencia dos matematicos gregos classicos, que utilizavam métodos ge-
ométricos para deduzir suas assercoes.

Equagoes polinomiais (com qualquer nimero de incégnitas), com co-
eficientes inteiros, para as quais interessa apenas as solugoes inteiras ou
racionais, sao conhecidas por equac¢des diofantinas.

Exemplos de equagoes diofantinas surgem em problemas de matema-
tica e da natureza (biologia, fisica, quimica). Por exemplo:

e Um poliedro convexo com V vértices, A arestas e F' faces satisfaz
a seguinte equagao: V — A 4+ F = 2. Este resultado é conhecido como
Teorema de Euler para poliedros. E a equaggo V — A+ F = 2 é um
exemplo de equagao diofantina com 3 incégnitas. Um poliedro convexo é
regular quando todas as faces sdo poligonos regulares iguais e em todos
os vértices concorrem o mesmo numero de arestas. Usando o Teorema
de Euler e as relagoes A = % eV = %, onde n é o nimero de lados
de cada face e p o numero de arestas que concorrem em cada vértice,

prova-se que existem apenas cinco poliedros regulares convexos, a saber:

Tetraedro: V=4 F=4, A=6;

Cubo: V=8 F=6, A=12
Octaedro: V=6 F=8 A=12
Dodecaedro: V =20, F =12, A=30;
Icosaedro: V=12, F =20, A=30.
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Para saber mais veja [4].

e Sabemos que o hidrogénio (Hs) reage com o oxigénio (Os) para
produzir dgua (H20). Quanto de hidrogénio e oxigénio precisamos?
Podemos descrever tal processo da seguinte forma: x moléculas de Hs
reagem com y moléculas de Oy produzindo z moléculas de HO, ou
esquematicamente:

CﬂHQ + yOQ — ZHQO

Como os atomos nao sao modificados, o nimero de dtomos de cada
elemento no inicio da reagao deve ser igual ao ntimero de atomos desse
mesmo elemento, no fim da reagao. Assim:

20 = 2z
{ 2y = =z.
E este sistema é equivalente a equagao 2z — 4y = 0, com = = z.
Diofanto teve grande influéncia sobre a teoria moderna dos niimeros.
Por exemplo, enquanto lia Arithmetica, Fermat (1601 - 1665) procurou
generalizar o oitavo problema do segundo livro que trata da equac¢ao
pitagdrica 2 + y? = 22, escrevendo na margem do livro que a equacio
" 4+ y™ = 2" nao admite solucao inteira nao-trivial, para n > 2. Este
problema ficou conhecido como Ultimo Teorema de Fermat que s6 foi
demonstrado em 1994 pelo matematico A. Wiles, ver [5], [6].
Neste artigo estudaremos as equacoes diofantinas lineares com duas
incognitas, a saber, equacoes do tipo

ar + by = ¢, (1.7)

com a, b, ¢ inteiros e a # 0 ou b # 0. Dizemos que a equagio tem solucao
inteira se existem inteiros xg e yg tais que axg + byg = c. Neste caso
representamos tal solu¢do por (xg,yo)-

Algoritmo de Euclides e Maximo Divisor Comum

Um critério que nos permite decidir se uma equacao diofantina admite
solugao é uma aplicacao do Algoritmo de Fuclides e da nogao de Mdximo
Divisor Comum de dois inteiros.

Definigao 3. (Mdzimo Divisor Comum) Dados a,b inteiros, dizemos
que um inteiro d é méximo divisor comum entre a e b se: (i) d > 0; (i)
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d divide a e d divide b e (iii) se d' é um inteiro tal que d' divide a e d’
divide b, entdo d’ divide d.

Usaremos a notagio mdc(a, b) para indicar o méximo divisor comum
de dois inteiros a e b.

A seguir apresentaremos o Lema[I] e o Teorema [I] que ser@o tteis no
decorrer deste artigo, cujas demonstragoes podem ser vistas em [I].

Lema 1. Sejam a,b, m inteiros. Entao
(i) mdc(a,b) = mdc(a —mb,b);
(i) mdc(a,b) = mde(—a,b) = mde(a, —b) = mde(—a, —b).

Teorema 1. (Algoritmo de Euclides) Para quaisquer inteiros a,b, com
b > 0, existe um unico par de inteiros q e r, de modo que a = bq + r,
onde 0 < r <b.

Exemplo 1. (i) a =60, b="7. Neste caso 60 =7-844, ¢g=8er =4.
(iii) @ = =60, b = 7. Aqui, =60 =7-(-9)+3,9g= -9 er = 3. Para
encontrar g e r consideramos o primeiro miltiplo de b = 7 menor que
a = —60. Neste caso, o miltiplo em questdo é —63 = 7 - (—9). Assim
—60=-634+3="7-(-9)+3.

Na igualdade a = bg+r, os elementos a, b, ¢ e r sao chamados respec-
tivamente de dividendo, divisor, quociente e resto na divisao euclidiana
de a por b.

Utilizando o Lema [I] e o Teorema [I| podemos calcular o méximo
divisor comum de a > 0 e b > 0 aplicando, sucessivamente, a partir de a
e b, o Algoritmo de Euclides da seguinte maneira:

a = by +r, (r<b)

b = 7“1Q2—|-7“2,(T2<’l“1>

1 = Taq3+r3, (13 <712)
Tn—3 = Th—2qn—1 + Tn—1, (Tn—l < rn—2)
Tnea = Tn-1qn +Tn, (rn <Tn-1)
Tn—1 = TnQn+1.

Assim, r, divide r,,_; e, dai, mdc(ry,, r,—1) = 7, Pelo Lematemos
que

mdc(a, b) = mde(b,r1) = mde(ry, re) = - -+ = mde(rp_1, 7n) = .
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Portanto, o dltimo resto nao nulo r, nos fornece o valor do mdc(a,b).
Este procedimento é uma demonstracao construtiva da existéncia de
maximo divisor comum entre dois niimeros inteiros.

Observamos que na sequéncia b > r; > ro > r3 > --- a existéncia de
um indice n para o qual r,+1 = 0 é garantida pelo fato de que qualquer
subconjunto dos niimeros naturais admite um minimo.

Exemplo 2. Calculemos mdc(28,90). Temos:

90 = 28-3+6
28 = 6-4+4
6 = 4-1+2
4 = 2.-2+40.

Portanto, mdc(28,90) = 2.
Enunciaremos agora um resultado que é muito 1til para encontrar
uma solugao particular de uma equagao diofantina linear (1.7]).

Teorema 2. Se d = mdc(a,bd), a,b inteiros, entdo existem inteiros r, s
tais que
d = ar + bs.

Demonstragao: Ver [I].

Os elementos 7, s ndo estdo univocamente determinados e o Algorit-
mo de Euclides, usado de tras para frente, nos permite encontrar uma
solugao particular para este problema quando a # 0 e b # 0. De fato,
considere as seguintes igualdades:

(1) Tn =Tn—2 —Tn—-14n

(2) Tn—1 ="Tn—-3 —Tn—2qn—1

(3) Tn—2 =Tn—4 — Tn—-34n—-2
(n—2) T3 =T1—T2G3

(n—=1)  r=b—rig
Substituindo o valor de r,_1 de (2) em (1) obtemos
Tn = (1= gndn-1)rn—2 — qnTn—3.
Substituindo nesta igualdade o valor de r,_2 dado por (3), obtemos

Tn = _(Qn—?: + dn—19n—249n—3 + Qn—l)rn—?) + (1 + qn—IQn—2)Tn—4-
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Prosseguimos assim, sucessivamente, até obtermos r, s tais que
mdc(a, b) = ar + bs.

Exemplo 3: No caso do Exemplo 1 temos mdc(28,90) =2 e

2 = 6—-4-1
4 = 28—6-4
6 = 90-—28-3.
Assim
2 = 6—(28—6-4)=6-5—28=(90—28-3)5—28

= 90-5-28-16=90-5+ 28-(—16).
Portanto, r =5 e s = —16.

Observagao 1: O conceito de maximo divisor comum pode ser esten-
dido para trés ou mais nimeros inteiros, por recorréncia, assim:

mdc(ay, ag, - ,a,) = mde(mde(ar, az, -, an_1), an).
Exemplo 4: mdc(—6, —4,8) = mdc(mdc(—6, —4), 8), isto é,

mde(—6,—4, 8) = mdc(mde(6,4),8) = mde(2,8) = 2.

Equacgoes Diofantinas Lineares

A primeira questao da Prova Nivel 1 da X Olimpiada de Matematica
do Estado de Goids é um caso de equagao diofantina linear. A questao
diz o seguinte: Um nimero natural divisivel por 8 deixa resto 5 quando
dividido por 100.

(a) Coloque em ordem crescente todos os niumeros de trés algarismos
com a propriedade acimay

(b) Qual o menor nimero de 4 algarismos com a propriedade acima?
E o maior nimero de 4 algarismos com a propriedade?

Primeiramente indiquemos um destes numeros por n. Como n é
divisivel por 3 temos que n = 3z, com x inteiro. Por outro lado, quando
dividido por 100, n deixa resto 5, logo n = 100y + 5, com y inteiro. Logo
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3x = 100y +5. A resolucdo desta questao consiste em encontrar solugées
inteiras (e convenientes) da seguinte equagao diofantina

3z — 100y = 5.

Para resolver uma dada equagao diofantina primeiro devemos saber se
esta equagao admite solugao e se admite, quantas sao. O préximo teo-
rema nos diz em que condicdes a equacdo diofantina linear (L.7)), admite
solugoes.

Os teoremas a seguir, juntamente com suas demonstragoes, também
extraidos de [I], nos fornecem um método para obter solugdes da equacao

D).

Teorema 3. Uma equagdo diofantina (1.7)), onde a # 0 ou b # 0,
admite solugao se, e somente se, d = mdc(a,b) divide c.

Demonstracgao: Suponhamos que a equacio admita solucdo in-
teira (xog,yo), isto é, axg + byp = ¢. como d divide a e d divide b, segue
que d divide axq + byg e, portanto, d divide c.

Reciprocamente, suponhamos que d divide c. Entao existe um inteiro
n tal que ¢ = nd. Como d = mdc(a,b), pelo Teorema [2] existem inteiros
r, s tais que ar + bs = d. Assim

¢ =n(ar + bs) = a(nr) + b(ns).

Portanto, (xg,yo) = (nr,ns) é uma solugdo da equagao . 7

A demonstracido do Teorema [3| nos diz como encontrar uma solugao
particular da equagao . De fato, utilizando o Algoritmo de Euclides
de tras para frente, como feito no Exemplo 2, encontramos inteiros r, s
tais que ar +bs = d = mdc(a, b). Como d divide ¢, ¢ = n-d, para algum
inteiro n. Assim

n(ar 4+ bs) = nd = ¢ e a(nr) + b(ns) = ¢,

de modo que (zg,yp) = (nr,ns) é uma solucdo particular da equagao

D).

Exemplo 4. Voltando ao nosso problema, queremos resolver a equagao
diofantina 3z — 100y = 5. Como mdc(3,100) = 1, pelo Teorema [3] tal
equacao admite solugdo. Vamos agora aplicar o Algoritmo de Euclides
aos numeros 3 e 100. Entao 100 = 3-33 + 1. Assim

1=100-1+3-(—33) e 5=100-5+3- (—165).
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Logo, x = —165 e y = 5 é uma solucgao particular da equagao 3x+100y =
5, e a nossa equagao original é 3z — 100y = 5. Portanto (zg,y0) =
(=165, —5) é uma solugao de 3z — 100y = 5, conforme Observagio 2.
Observagao 2: Se (g, o) é solugio da equacao (L.7), entdao (—zo,yo),
(z0, —yo) e (—x0, —yo) sdo, respectivamente, solugdes de —ax + by = ¢,
ar —by=ce —ax —by =c.

Contudo esta solugdo nao resolve o nosso problema, pois com ela
encontramos n = —495, e estamos supondo que n é um nimero natural.
Para resolver completamente este problema temos que poder calcular, a
partir de uma dada solugao, todas as possiveis solugoes de uma equagao
. Com este intuito apresentamos o proximo Teorema.
Observacgao 3: A mesma argumentacio usada para provar o Teorema
garante que uma equacao diofantina linear com n incégnitas ayxq +
asx2 + - -+ + apx, = b admite solucao se, e somente se,

d = mdc(a,as, - ,a,) divide b.

Teorema 4. Seja (xo,yo) uma solugao particular da equagao (1.7)), onde
a#0eb+#0. Entao essa equacdo admite infinitas solugdes e o conjunto

dessas € b
a
S = —t ——t|,teZ
{(m0+d7y0 d>7 S }7

onde d = mdc(a, b).

Demonstragao: Suponhamos que (z',y’) é outra solugdo da equagio

(1.7). Entao
ax’ + by’ = ¢ = azxo + byo, o que equivale a a(x’ — xg) = b(yo — ¥/).

Como d divide a e d divide b, existem inteiros m e n tais que a = md e
b = nd, com mdc(m,n) = 1. Assim

m(z' — o) = n(yo —y')

e entdao m divide n(yo — y'). Mas mde(m,n) = 1, logo m deve dividir
Yo — ¥, isto é, yo — 3y’ = mt, para algum ¢ inteiro. Portanto

- mt = 44
Y =1%o =1%o av
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De m(z’ — zg) = n(yo — y') = nmt temos, &’ — xg = nt, ou equivalente-
mente,

b
x’:x0+nt:xo+gt.

Agora é féacil ver que para todo ¢ inteiro, o par

x—f—ét —gt
0 dvyO d

é uma solucao da equagao dada.
Podemos agora, entao, determinar as solugdes do nosso problema.
Ja vimos que a equagao 3x — 100y = 5 admite a solucao particular
zo = —165 e yo = —5. Portanto, pelo Teorema [4] a solugao geral desta
equacgao é dada por

x = —165—100¢

y = —5—3t
Como n > 100 e n = 3z = 3(—165 — 100¢) temos que x > —165 — 100¢,
logo t < —%. Como t deve ser um ndmero inteiro segue que t < —2.

Assim obtemos as solugoes do nosso problema para os seguintes valores
de t:
t=-2, x=35 e n=105,
=-3, =135 e n =405,
=—4, x=235 e n="705
=-5 x=2335 e n=1005,
t=-34, x=23235 e n=9705.
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